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DISEÑO DE REDES DE TRANSPORTE CON CONGESTION 
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Departamento Ingeniería de Transporte 

Pontificia Unive~sidad Católica de Chile 

El diseño de redes es un terna de fundamental importancia para la gestión 
de sistemas de transporter La especificación tradicionalmente mas trat~ · 
da consiste en escoger la mejor red de vías de infraestructura, para s~ 
tisfacer un conjunto de demandas de transporte en el espacio, representa 
das por una matriz 0-D de viajes ~n automóvil, pero también pueden utili 
zarse especificaciones que permitan determinar las características ópti~ 
mas de operación de una red de servicios de transporte público, que uti­
lizan una red de infraestru~tura dada, o ambos problemas simultáneamente. 
La formulación matemática de estos problemas conduce sin embargo a mode­
los cuyo tratamiento y solución acarrea importantes dificultades teóri-
cas y prácticas. · 

En este trabajo se plantean las formulaciones matemáticas . de los probl!:_ 
mas de diseño de redes y se analizan sus características para el caso de 
variables de decisión continuas. A continuac1on se describen y analizan 
los métodos más importantes que han sido propuestos para resolver el · pr~ 
ble~a en casos reales. 



l. Introducción 

El diseño de redes de transporte está relacionado con dos problemas 
de gran relevancia práctica: la determinación de las características op~ 
racionales óptimas de una red de infraestructura, para satisfacer las d~ 
mandas planteadas a través de una matriz 0-D de viajes en automóvil (PDI) 
y la determinaci6n de las características operacionales óptimas de una 
red de rutas de transporte público, a fin de satisfacer las demandas por 
tal servicio planteadas a través de la correspondiente matriz 0-D (PDR). 

En el caso del PDI las variables de decisión son las capacidades de 
los arcos (calles o vías) de la red de infraestructura analizada y en el 
caso del PDR son las frecuencias de los servicios de transporte pGblico 
(líneas de buses, aviones, etc.) que operan en cada ruta de la red. Es 
tas variables, fundamentalmente en el caso del PDI, son de carácter di~ 
creta, ya que la unidad física relevante de definición de capacidad es 
la "pista" y una vía tiene siempre un número discreto de pistas. Sin e~ 
bargo, la utilización de variables discretas en la especificación matero! 
tica del PDI, conduce a problemas de carácter combinatorio cuya solución 
es prácticamente imposible para la mayoría de los casos de tamaño real 
(ver: Fernandez, 1982; Gutierrez, 1982), lo que es aun más válido para el 
caso del PDR que posee un espacio de soluciones de mayor dimensionalidad. 
Por este motivo, durante el último tiempo los esfuerzos de la mayoría de 
los investigadores se han concentrado en el uso de formulaciones que uti 
lizan variables de decisión continuas (Steenbrink, 1974; Abdulaal y Le~ 
blanc, 1979 y 1984; Marcotte, 1983a y J983b; Harker y Friesz, 1984; Fernán 
dez, 1984 y 1985). 

La utilización de variables de decisión continuas constituye una a 
proximación absolutamente razonable en el caso del PDR, principalmente 
cuando se analizan sistemas que presentan servicios con altas frecuencias 
(Ej.: redes de servicios de buses urbanos en países en desarrollo). Para 
el caso del PDI, Elton (1983) ha demostrado que es posible utilizar una 
formulación continua como primera etapa en la obtención de una solución 
discreta Óptima, lo que permite resolver problemas de tamaño real en solo 
una pequeña fracción del tiempo computacional necesario para resolver di 
rectamente una formulación discreta. 

La bondad de las soluciones a los problemas de diseño de redes se es 
tablece generalmente evaluando una función objetivo, que considera los 
costos totales de viaje de los usuarios y los costos de construcción de 
la infraestructura, en el caso del PDI, y los costos totales de viaje 
de los usuarios y costos totales de operación de los servicios de trans 
porte público ofrecidos, en el caso del PDR. En todos los casos conside 
radas en este trabajo se supone que las vías de transporte están sujetas 
al fenómeno de congestión, lo que hace que tanto el costo de viaje de los 
usuarios del sistema, como el costo de operación de los oferentes de serví 
cios de transporte pGblico, aumente al aumentar el nGmero de vehículos -
que utilizan la vía. Para ambos problemas la función objetivo está por 
1o tanto constituída por dos tipos de funciones, una creciente con las va 
riables de decisi5n (costos de construcción u operaci6n) y otra decrecie; 
te con dichas variables (costos de viaje de los usuarios del sistema). -
Una soluci5n es 6ptima si tiene asociado el menor costo total posible al . ' nnsmo tiempo que se respetan las restricciones del problema. 
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Las restricciones normalmente consideradas incluyen: continuidad . y 
consistencia de flujos, comportamiento espontáneo de los usuarios en su 
utilización del sistema y no negatividad de las variables de decisión. 

La formulación matemática del problema de diseño de redes cae dentro 
de la categoría de problemas de programación multinivel, cuyo tratamie~ 
to ha suscitado gran interés últimamente. Ella consiste en una rama de 
la programación matemática que puede ser vista, ya sea como una generali 
zacion de problemas del tipo mini-max, o como una clase particular de 
juegos tipo Stak~lberg (ver: Marcotte.l983b Fisk, 1984). 

Lo que resta de este trabajo está estructurado como sigue: a continua 
ción planteamos la formulación matemática del problema y analizamos sus 
características teóricas; finalmente presentamos y analizamos las caracte 
rísticas de los principales métodos de solución propuestos. 

2. Planteamiento del Problema 

2.l.Problema de diseño de redes de infraestructura (PDI) 

En el planteamiento del PDI usaremos la siguiente notación: 

G(N 1 A) 
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• Grafo dirigido que representa a la red de transporte a anali 
zar Y un la que N y A corraepcndan a lo• conjunto• de nodca­
y arcos respectivamente. 

= Conjunto de todos los pares origen-destino (0-D) que sirve 
la red. 

= Indice general correspondiente a un par 0-D (w E W) 

= Conjunto de todas las rutas que existen sobre la red para 
unir pares 0-D. 

= Conjunto de las rutas que unen el par w. 

= Indice general correspondiente a una ruta (pE P). 

Indice general correspondiente a un arco de la red (a EA). 

Flujo sobre el arco a. 

= Flujo sobre la ruta p. 

Demanda por viajes entre el par w. 

= Inversión o mejoramiento propuesto para el arco a. 

= Costo constante unitario de inversión, por unidad de capaci 
dad, sobre el arco a. 

e (f ,u ) = a a · a Costo medio de viaje sobre el arco a, que-se supone es una 
función diferenciable en segundo orden con respecto a las va 
riables f y u . 

e 
p 

a a 
= Costo ~edio de viaje sobre la ruta p¡ 
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Definiremos también los siguientes vectores: 

f =Ü 1 a e: A} , e = {e 1 a E A} , 
a a 

u = {u a E A} 
a 

y la matriz arco - ruta {8 } que especifica la topología de la red y cu 
yos componen tes se definenap cono: 

6 ap { 

1, 

o, 
si el arco a 8 A, es parte de la ruta p E P 

en el resto de los casos 

Hacemos notar ademis que se cumplen las siguientes relaciones entre 
algunas de las variables definidas: 

Restricciones de Demanda T = ¿ h ' lf W E W, 
w pEP p 

w 

(1) 

f = ¿ o h p' lf a E A, 
a pEP ap Consistencia de Flujos (2) 

e = ¿ eS e a' lf p E P, 
p a e: A ap Consistencia de Costos (3) 

En el presente trabajo nos concentraremos en el caso en que todas 
las variables u representan modificaciones de la capacidad de arcos 

a existente (no se consideran arcos nuevos) y supondremos que las fu~ 
ciones de costos de inversión son lineales en la variable capacidad. 

Supondremos también, que las funciones de costo e son de la siguie~ 
te forma: a 

e = A + B [f 1 u ]
11 

a a a a a (4) 

en que A es el costo de operación de flujo libre (sin congestión). 
a 

Dada la notación anterior, podemos formular como sigue el problema 
de diseño de redes de infraestructura: 

Hin 
u 

s .a. 

¿ 
a EA 

[e (f*(u), u ) f*(u) + 
a a a a 

u > O, v- a e A (1) 
a -

(PDI) 

en que f*(u) = {f*(u) la E A} corresponde a un equilibrio de usuarios so 
bre la red, (Fern~ndez y Friesz, 1983) y por lo tanto se obtiene cómo so 
lución del siguiente problema: 

(l) La restricción u > O, puede cambiarse sin inconvenientes por 
u > k , si exis~e-una capacidad original que no puede ser disminu~ a - a .... 

da. 



Min 1 

s .a.: 

-351-

f 

r. jac (x, u ) dx 
a o a a 

¿ h 
pcP p 

w 

f 
a 

T 
w' 

¿ o 
pEP ap 

h > o, 
p -

.V.wEW 

h p, 'V- a e: A; 

.,.. p E: p 

(PEU) 

El parámetro A utilizado en la formulación del PDI, corresponde al in 
verso del valor del tiempo de viaje, y se utiliza cuando e representa el 
tiempo de viaje sobre el arco a. Si e representa costos a de operación 
en unidades monetarias, Adebe tomar uR valor igual a la unidad. 

El problema así planteado es un problema de programación de dos nive 
les. Los agentes decisores a cada nivel actúan en forma jerárquica: en 
el nivel superior, la autoridad planificadora toma decisiones que involu 
eran especificaciones del vector,u, de tal forma de minimizar el costo 
social total asociado al sistema, pero tomando en cuenta las reacciones 
de los usuarios que se encuentran en el segundo nivel jerárquico (f*(u)). 
A su vez, los usarías toman decisiones de uso del sistema, que determinan 
el valor del vector f, de tal forma de minimizar sus costos de operación 
individuales, pero restringidos por las decisiones tomadas en el nivel 
superior respecto del vector u. 

Recientemente, algunos autores han investigado problemas de este tipo 
en que están involucrados varios niveles jerárquicos; en cada nivel los 
agentes están restringidos por las decisiones del nivel superior y maximi 
zan sus beneficios tomando en consideración las reacciones de los nivele; 
inferiores (ver Bard y Falk, 1982). 

2.2. PDI con comportamiento Óptimo de los usuarios del sistema 

La función f*(u) representa el comportamiento espontáneo de los usua 
ríos de una red de vías, obtenido como resultado de la superposición de­
decisiones individuales en que cada usuario trata de minimizar indepen -
dientemente su costo de operación. Dado que la operación de las vías de 
la red están sujetas a externalidades de congestión, tal comportamiento 
no conduce a un Óptimo social del sistema, en que el costo total social 
de operación sea mínimo, para un valor del vector u, ya que el equilibrio 
f*(u) se obtiene como consecuencia de la consideración de los costos me 
dios individuales de operación sobre las posibles rutas que unan pares-
0-D sobre la red y no los costos marginales sociales (ver, Fernandez y 
Friesz, 1983) . 
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Sin embargo, si suponemos que los usuarios se comportan en forma so 
cialmente óptima, en su elección de rutas de viaje sobre la red, podemos 
considerar el vector f, adem&s del vector u, como variables de decisión 
del POI. En tal caso desaparece la restricción f*(u), representada por 
el problema PEU, y obtenemos la la siguiente formulación notablemente 
mas sencilla: 

s.a.: (f, u)>_ O, lf a E A 
a a f E ~ 

(PDI') 

en que ~ es el espacio definido por el conjunto de restricciones del PEU. 

Este problema puede ser simplificado aun mas si obtenemos la relación 
Óptima entre las variables f y u , u (f ) para cada arco de la red y la 
reemplazamos en la función a a a a objetivo (Marcotte, 1983b). 
u (f ) se obtiene resolviendo: 

a a 

Hin e ( f , u ) . f + >-. B u a a a a a a u 
a 

s .a.: u > o, v- a E A a -

que sera un problema convexo con solución única siempre que e 
xa. En nuestro caso y dado que estamos suponiendo funciones a 
forma expresada en (4), la solución de (S) conduce a: 

11 
H 1 1 (n+ 1) 

u(f)=( a) f 
a a \ A B a 

a 

(S) 

sea conve 
e de la a 

(6) 

Introduciendo la relación u (f ) en la función obJ' etivo del PDI' este a a se transfornB en general en: 

M in 
f 

l: [c(f,u(f))·f +B u(f)] 
aEA a a a a a a a a 

s.a.: [ > 0, v-aEA 
a -

(7) 

y utilizando la expresión de u (f ) dada en (6) para reemplazar en (7) 
obtenemos: a a 
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¿ (A +y ) f 
a a a 

$EA 

f > O , . V a E A 
a -

f E: p 

'( - a 

ü. 
a 

-1 n 
a + B a ) 

a a a 

(n B /A 6 )-(l/n) 
a a 

y esta formulación es equivalente a un problema de asignación con costos 
da operaciónconstante (sin congeati5n), Para su aoluci5n solo se requi~ 
re calcular las rutas mínimas sobre la red original suponiendo costos 
de operación constantes iguales a (A +y ) . 

a a 

Por lo tanto, en este caso, el PDI se transforma en un pt:oblema de 
solución prácticamente trivial. El problema (S) es auh mgs fácil de re 
solver que un problema estandard de asignación de flujos sobre la red 
origi~al. Es necesario aclarar que esta notable característica es ~na 
consecuencia d~ haber supuesto que las funciones de costo de capacidad 
son lineales. Si en vez de ello suponemos que estas funciones son de la 
forma: 

ga(ua) -= Ba uam~ m¡ 1 (9) 

la expresión de u (f ) resultante de resolver el problema (5) resulta ser 
en nuestro caso: a a 

_n---:Bc-a-:-- ) 1 /(h+m) 
u a (f) = ( m A 6 

a 
f 

a 

(n+l) ~+m) 

e introduciendo (lO) en (7) obtenemos: 

M in ¿ [A 
aE:A a 

+ '( 
a 

n(m-1) /(n+m) 
f J f 
a a 

s.a.: f >O , V a E A ; fE 4 
a -

con : y (A S a-m+ B an) 
a a a 

-1/(n+m) 

( n B 
) a a = a 

>- sq m 

(lO) 

(11) 



Esta última formulación es equivalente a un problema estandard de 
asignación de flujos sobre la red original, con funciones de costo m~ 
dificadas, el que puede ser resuelto eficientemente utilizando algori! 
mos del tipo Frank-Wolfe (Leblanc et al, 1975) o Partan (Florian et al, 
1985). hd f5cil ver que (11) se transforma en (8) para m= l. 

Por lo tanto, podemos conlcuir que si suponemos que los usuarios 
utilizan la red de transporte en forma socialmente Óptima, el PDI se 
transforma en un problema que puede ser resuelto en forma eficiente uti 
lizando algoritmos ampliamente conocidos. 

~15s aun, Marcotte (1983b) demostró que si las funciones ca Y ga son 
tales que: 

i) las ga son lineales y su valor proporcional al largo del arco y su 
capacidad: 

~ d u 
a a 

en que ~ es una constante y d representa la longitud física del arco a. 
a 

ii) las e son homogéneas a través de la red y proporcionales a la long! 
tud a del arco: 

e (f , u ) = d c(f , u ) 
a a a a a a 

entonces las soluciones del PDI y el PDI' son coincidentes 

2.3.Problema de diseño de rutas de transporte público (PDR) 

En el caso del PDR consideraremos una red G(N, A) que sirve como in 
fraestructura común para la operacion de transporte privado y transport; 
publico. Si tomamos como ejemplo el sistema de rutas de transporte públi 
ca de una ciudad, tendremos que la mayoría de los arcos de la red serán­
simultáneamente utilizados por buses y automóviles y por lo tanto los cos 
tos de operación de ambos medios estarán interrelacionados: un aumento 
del flujo de automóviles afectar5 al costo de operacion de 1 los buses y 
viceversa. Por lo tanto, tendremos dos funciones de costo de operación 
para cada arco, cada una de ellas dependiente del flujo total: 

n 
e (f , d) = A + B [f + )J 2: 8 d J a a a a - a ar r rt:R 

(12) 

e (f a' 
d) = A + B [f + )J L: 8 d Jn 

a a a a R ar r 
rE 

(13) 

en que e es la función de tiempo de viaje de los vehículos de transpor 
te publigo sobre el arco a y e la función de costos de operación de -
transporte privado, además: a 
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. Cc:inj u~t~ de ~u'ta~ ··if¿ · transporte ' público e~ · ·'J.a red G. 

Frec:uepcia Ae-qper;~c,iqn de )a línea r :.?e tqmspqr te público 
_(qtÍe_ opera, la . rp.~a :r E:. ~n . . :· ; . ' 
~dr/>r f)Ü,:, _vec f?~. de, Jr~~~.enc,i,ap 
Hat.riz' arco,-ruta. de' transpqrt,e • público cuyos componentes se 
definen como: 

8 
{ '1, si ia' 'ruta i- de transpor'te· publ i cO pasa por (ü arco a 

ar O , e.~ e·l ' res,t?. d:.e;. ,los, ca~9s ;. 
)J Factor . de equivalenc-ia<· ,de ·un vehículo de transporte publico 

· :. (eh .ve.hículo.s : • equivalente~-} ... .. 
1. -.' i . , : ; f , . JI • • r ~ ' . ' 

Tendremos ·. también qu·e ·· lcrs. c0•stos - tctalés de operación sob-re un ·arco, 
para. cada· medio serán: .. . · 

e (f , d) = e (f , d) f 
a a a a a 

e 
ar 

.,, 

(f~ , · · far ' d) ¡ = c¿¡.(f·~. d) Iar· 

en .. que-: · . . ,_ 

r •; · · • 

i . , ,• ~ . ~ -~ .· ¡ ' . ; ' '1 • ' ' • : • • _; .' . . .. 

(14) 

(15) 

C a = Costo total de operación para el transporte privado · en el arco a. 

C = Tiempo total de vi¡:¡j e de los usuarios de · la línea r de tr_ansporte 
,a-r, . públiéo, eii'el arc6a . 

f ar 
= Número de pasajeros de transporte público que viajan en la línea r 

a . tr~vés del _a¡;co a . 

Adicionalmente definiremos los conjunto s L, que contiene t odos l os 
arcos de la red G(N , A) que son utilizados por recorridos de transporte 
público; L' , que contienen el conjunto de arcos por , lo~ . que no circula 
transporte pGblico y L que es el ¿onjunto. de arcos ~tilizados por la 
línea r, con: r 

L u L' = A L()L'=<jl 

A diferencia de los usuarios de transporte privado,que solo incurren 
en un gasto de tiempo de viaje sobre el vehículo ·1Uismo1 los usuarios de 
transporte publico tienen que incurrir además eri . un tiempo de acceso,ga~ 
tado en recorrer el esp~cio qu~ separa su lugar de prigen y el nodo de 
la red a través del cual aCceden a los serV1C10S de transporte. mas la 
distancia entre el nodo de eg~eso y su destino final, y un tiempo de es 
pera hasta que llegue un vehículo que pueda utilizar para viajar a su des 
tino. Además, en general , el conjunto de usuarios pertenecientes a una­
misma zona geográfica tendri varios nodos alternativos a trav~s de los 
cuales acceder a la red de servicios de transporte pGblico . Por lo tanto 
denominaremos : 
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= Conjunto de nodos a través de los cuales se puede acceder a 
la red de transporte públi~o. para viajar entre el par w (par 
0-D). 

= 

= 

= 

Conjunto de nodos a través de lo~ cuales se puede egresar de 
la red de transporte púqli~o 1 al viajar entre el par w. 

Proporción, del total de us~arios de transporte público que 
viajan entre el par w, que ·utilizan el nodo i como acceso a 
la red y el nodo j corno egreso. 

Tiempo de acceso para los usuarios que viajan entre el par w 
utilizando i como acceso y j como egreso. 

Por último, un fenomeno importante a considerar en la operación de 
transporte público( Ej.: servicios de buses en ciudades de países en d~ 
sarrol¡o) es el de las líneas comunes (De Cea, 1984). Es así como dis­
tintas tíneas utilizan un ndsmo conjunto de ~reos o segmento común de r~ 
ta, ha~iendo que un usuario cuyos nodos de acceso y egreso a la red es 
ten sobre dicho segmento, tenga varias líneas o servicios alternativos 
que puede utilizar. Por lo tanto, incluiremos la siguiente notación adi 
cional: 

f:. 
l.] - Número de usuarios de transporte público que acceden a la 1! 

nea r en el nodo i y egresan en el nodo j. 

El número de variab¡es de este tipo a definir para cada línea r depen 
de del número de sergmentos(i, j)r sobre los cuales existen distintos coñ 
juntos de líneas comunes 1:.. s 

l.J 

Finalmente, definiremos como G (d ) la función de costo de operación 
d 1 1 ... d ... 1' r r e a 1.nea r e transporte pub 1.co. 

Utilizando toda la notación definida podemos proceder a formular el 
PDR como sigue: 

* * M in 1: e (f d) + ¿ e (f ) + (16) 
d 

- a a aEL' a a a EL 

* * ¿ ¿; e (f 1 f , d) + 
rER a EL ar a ar 

r 

¿ T [ ¿ ¿ v."': t"!. J + 
w w . o jd) ~J l.J l.f-

w w 

E ¿ [ -;;T 
/2 ¿ d J A f .. + ¿ G (d ) 

rER (i,j )" l.J -;;1 r r r 2 .. rER 
S ~J 
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s.a. d > O, ~ r E R , f E f 
r -

F*. = F(d) (flujos de · equilibrio multimodal) 

w/( ) e· .)r w) 
F = ( f /a . t. A ;' f /a E A, r E R; V ij i • . j t. l. • J s' w E 

a ar . 

La función objetivo consta de varios t~rminos distintos: los dos 
primeros representan el costo de viaje de los usuarios de transporte pri 
vado, el tercero los tiempos totales de viaje sobre el vehículo para los 
usuatios de transporte pGblico, el cuarto el tiempo total de acceso Y el 
quinto el tiempo total de espera, . incurridos por los usuarios de trans­
porte pGbÜco y el término final (sexto) representa el costo total de op~ 
ración de todas las líneas o servicios de transporte público. 

Al igual que en el caso del PDI, el PDR así planteado es también un 
problema de programación en dos niveles. En el nivel superior, una autori 
dad central toma decisiones 'acerca de la especificación del vector d, de 
tal forma de minimizar el costo social total asociado con el sistema, pero 
tomando en cUenta las reacc.iones de los usuarios de transporte privado y 
transporte pGblico que se encuentran en el nivel jer&rquico inferior. A 
su vez , los usuario.s toman decisiones de· uso del sistema qúe determinan el 
valor del vec tór F, de tal forma de minimizar sus costos de operación Í_!! 

dividuales, pero restringidos por las especificaciones del vector d decidí 
das en el nivel superior. 

E~ importante notar que el PDR no es un problema convexo, dado que la 
función F*(d) no es conv.exa. Sin embargo, si suponemos F dado y constante, 
podemos definir. tantos problemas unidimensionales en función de d como lí 
neas de transporte público existan. Para cada uno de estos r proble 
mas se supone que todas las frecuencias son fijas a excepción de una de 
ellas. 

Los problemas unidimensionales así definidos son convexos ya que tan 
to las funciones G como C son convexas en d para F dado y Las funcio~ 

d . d a ar d r.... G . b .... nes e t:Lempo e espera y costos e operac1.on r son tam :Len convexas 
en d para F dado. Por último, la función de tiempo de acceso 

es cons~~nte para F dado, ya que los flujos V~. son dados y el tiempo de 
acceso t~. es independiente de las frecuencia~ d ; por lo tanto, el termi 
no co- l.J rrespondiente de la función objetivo · r puede ser eliminado de 
consideración en el problema unidimensional en función de d . . r 

Esta convexidad de la función objetivo en términos de cada uno de los 
dr es una propiedad importante para la solución del PDR, dado que comun 

mente los algoritmos de solución incluyen dentro de su operac:Lon búsque 
das unidimensionales, que tendrán solución única si es que la función uni 
dimensional involucrada es convexa. 



3. Principales M~todos de Solución 

Los métodos o enfoques de solución más importantes que han sido pro -
puestos para resolver los problemas de diseño de redes son los siguientes: 

3.1. Algoritmo de Hooke and Jeeves (H-J) 

Este método consiste en la utilización del algoritmo de Hooke and 
Jeeves (1961). Dicho algoritmo es suficientemente robusto corno para no 
requerir convexidad, ni una expresión explícita de las derivadas de la 
función objetivo con respecto a las variables de decisión. Su aplicación 
sólo requiere que la función analizada sea continua y evaluable para cual:_ 
quier valor factible de las variables y fue originalmente propuesta por 
Abdulaal y Leblanc (1979) para la solución del PDI. 

El algoritmo de H-J trabaja sobre la base de la repetición de un pr~ 
cedimiento de dos fases: En la primera, partiendo de una solución facti­
ble x cualquiera que sirve como punto base, se realiza un proceso de bús 
queda exploratoria a través de cada una de las coordenadas del espacio de 
soluciones, que permita definir una "buena" dirección local de descenso, 
(reducción del valor de la función obejtivo). Para ello, se torna una de 
las variables X· 1/ se aumenta su valor en una cantidad 8 pre-establecida 
y se evalúa la l- función objetivo en el nuevo punto~ así definido. Si 
el valo.E_ obtenido resulta menor que el correspondiente al punto base, se 
acepta x y se pasa a examinar la siguiente variable x.. Si por el contra 
rio, la función objetivo resulta tener un mayor valor 

1 en~. se disminuye 
el valor original de x. en o y se vuelve a evaluar la función objetivo. 

1 Si resulta menor que en el punto de partida, se acepta el nuevo punto 
y se continua con la siguiente coordenada. En caso de ~ue el valor de la 
función objetivo resulte mayor, se vuelve al punto base y se pasa a exa 
minar la siguiente coordenada. Este proceso se repite hasta completar el 
número total Je las variables involucradas en el vector Si ninguna de 
las bGsquedas exploratorias, con respecto a todas las variables contenidas 
en el vector x, logra encontrar un nuevo punto que disminuya el valor de 
la funci5n objetivo, se reduce el valor de 8 en una cantidad pre-estable­
cida y se repite todo el proceso de nuevo. El algoritmo se detiene cuando 
el valor de 8 decrece más allá de un valor de "tolerancia" predefinido. 

Cuando la primera fase ha dado como resultado un nuevo punto o solu -
c1on factible, en el cual la función objetivo tiene un valor menor que en 
el punto base anterior, ~stos dos puntos definen una direcci6n de avance 
en el espacio X. La longitud de avance se determina por la distancia en­
tre los . dos puntos, multiplicada por un parámetro a 

Las características de convergencia del método están gobernadas fu!!_ 
dant8ntal111en te por los valores de los dos paráme tras a y o los que deben 
determinarse en forma númerica para cada tipo de problema a tratar. En el 
caso del PDI, se ha encontrado que una buena combinación de valores es: 

1/ Supongamos que ~ representa el vector de las variables de deci 
si6n. En el caso del PDI tendremos x ~u y en el caso del 
l'Dl~ x :: d 
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a= 1 y ó = 0,5 (ver Elton, 1983) cuando g · es del tipo ga =S jualn, 
en que el exponente n determina las caract~rísticas de 
rendiemientos a escala en la cosntrucción de infraestructura (en el pr~ 
sente trabajo estamos suponiendo n = 1). 

· Esta claro· que nu puede asegurarse que el método obtenga un óptimo 
global a menos que ' el problema a resolver fuera convexo, lo que no ocu 
rre én el caso dél PDI ni del PDR. Sin embargo, dada la forma en que­
funciona, el método permite explorar cualquier función continua no conve 
xa 'por extraña que 'sea su forma. A fin de mejorar las posibilidades de 
obtener un Óptimo, la aplicación del método puede repetirse usando dis -
tintos puntos de paftida escogidos aleatoriamente. 

Como acabamos de ver, cada iteración del método de H-J requiere de 
una hGsqueda exploratoria y un avance en la dirección escogida. Si 
suponemos que en ' la primera fase, para la mitad de las variables x. bas 

~ ta explorar en un solo sentido del eje correspondiente y para la otra 
mitad ' es necesario moverse en ambos sentidos (x. +O y X. - o), lo que 
podrí~ ' considerarsé un ~aso promedio, s~ran · ~ ~ necesa­
rias l,Sn evaluac~ones de la función objetivo en esta fase, en que n es 
el nÍímero de variables del problema . . Por lo tanto, si se realizan N ite 
raciones del método, se requerirán en promedio N(1,5n + 1) evaluaciones~ 
dado que una evalua~ión adiciona+ es necesaria en la segunda fase de 
avance (en el peor de los casos serían N(2n + 1). Para evaluar la fun­
cion objetivo del PDI es necesario realizar una asignación de equilibrio 
a la red, proceso que es computacionalmente caro, por lo que no resulta 
muy atractivo que el número de evaluaciones dependa de n. Sin embargo, 
Abdula,il y Leblanc (1979) propusieron una modificación del algoritmo que 
ha dado muy buena resultados prácticos. Ella esta basada en la observa 
ción de que los flujos de equilibriof*(u) 6 F*(d) no cambian significati 
vamente cuando solo una de las componentes de u ó d es levemente modifi­
cada. Por lo tanto, no es necesario calcular nuevos flujos de equili ~ 
brio, para cada modificación de las componentes de x durante la fase e~ 
ploratoria, sino que basta con utilizar, para las evaluaciones de la fu~ 
ción objetivo, los mismos flujos obtenidos para el punto base de la bú~ 
queda. Así, cada iteración del método requiere sólo una asignación de 
flujos de equilibrio, necesitándose en total sólo N asignaciones, inde -
pendientemente del número de variables. 

Es importante recalcar que la gran ventaja del método de H-J es que 
no exige nü1gún atribUto especial a la función objetivo del problema a r~ 
solver~ salvo continuidad. Además este algoritmo pertenece a la familia 
de _métodos de coordenadasque son muy sencillos de implementar ya que no 
requieren él calculo de derivadas o H~ssianas de la función objetivo (lo 
que en nuestro caso además no es posible dado que no conocemos la expre 
si~n de la~ fu~~iones f*(u) o F*(d)). -

' Sin 'embargo, estas mismas características pueden constituirse en un 
problema que afecte a la eficiencia computacional del algoritmo, ya que 
este no hace uso de níguna característica de regularidad que la función 
objetivo pueda presentar. En especial hemos visto que la función objeti:_ 
vo del PDR es convexa en cada una de las variables d para F dado y algo r 
similar ocurre en el caso del PDI, cuya función objetivo es convexa en 
cada uno de los u para f dado. 

a 
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Esta propiedad es utilizada por el método de optimizacioñ- equilibrio 
que describimos a continuación. 

3.2. Método de descomposición: optimizaci6n-equilibrio 

Este algoritmo fue originalmente propuesto por Steenbrink, (1974) p~ 
ra la solución del PDI y consiste en un procedimiento heurístico de dos 
fases: En la primera, se supone que el vector u es fijo y se resuelve el 
l'IW paru ~::ueuntrur j'w(u), t.u aagU111l1.1 tase:<~ aupona a IU vell que el vector 
f es fijo, e igual al conjunto de flujos de equilibrio determinados en la 
fase anterior, y procede a calcular los correspondientes valores Óptimos 
de las componentes del vector u. Dado que f es fijo, esto último puede 
realizarse independientemente para cada arco de la red. Por lo tanto, 
el algoritmo consiste en una secuencia de asignaciones de equilibrio a 
la red seguidas por minimizaciones unidimensionales, para todos los arcos 
considerados en el vector u. Las dos fases del proceso se repiten hasta 
que se satisfaga algún criterio de convergencia pre-definido. 

Dado un valor fijo del vector u, la primera fase, que calcula los 
flujos de equilibrio f*(u), consiste en resolver el PEU. Esto puede re~ 
lizarse mediante la aplicación del algoritmo de Frank-Wolfe, técnica que 
es hoy dia estandard para la solución de este problema (ver, Fern&ndez y 
Friesz, 1983). 

Por otra parte, la segunda fase, que supone que el vector f es con~ 
tante, consiste en la solución de una serie de problemas de minimización 
unidimensionales e independientes entre sí. 

Cada 
solución, 
explicita 

uno de estos problemas tiene la forma 
como vimos en la sección 2.2. conduce 
de u (f ) presentada en (6), a a 

especificada en (5) cuya 
a la expresión analítica 

Esto permite que la segunda fase sea computacionalmente muy eficien 
te ya que se reduce a evaluar una serie de expresiones del tipo (6), en 
las que todos los t~rminos son constantes y f corresponde al valor ob 
tenido como resultado de la primera fase. a 

Si la función g (u) es no lineal, como en (9), u (f ) tiene una ex 
pr esión como la dad~ e~ (lO). a a 

Harker y Friesz (1984) caracterizan este algoritmo como un juego no 
cooperativo del tipo Cournot-Nash, entre los usuarios y los planificad~ 
rL!S del sistcm~1 de transporte. En dicho juego, cada jugador actúa con 
una visión miope del comportamiento de su oponente, tratando de maximizar 
su utilidad individual bajo el supuesto de que sus acciones no producirán 
ninguna reacción en su contricante. Este juego alcanza una soluci6n de 
equilibrio cuando ninguno de los participantes puede aumentar su utilidad 
mediante un cambio unilateral de estrategia. En nuestro caso, en cada 
iteración del algoritmo, los planificadores no están tomando en cuenta 
qu e los usuarios reaccionarán con nuevos flujos de equilibrio ante las roo 
Jificaciones introducidas en el vector u. Harker y Friesz, también plan­
tean que la solución exacta al PDI corresponderá más bien a la de un -
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juego del tipo Stackelberg y en consecuencia argumentan que el m~todo de 
descomposición, optimización-equilibrio, no conducir§ a la solución desea 
da del POI. 

Por su parte Fisk (1984) caracteriza el m~todo de descomposición co 
mo una solución iterativa al problema del "líder y el seguidor". En nu~s 
tro caso, los planificadores representarían al "líder", que optimiza los 
valores de u dados ciertos valores de f y los usuarios serían los "seguí 
dores", que reacomodan sus flujos como consecuencia de las decisiones to 
macias por los planificadores. Fisk hace notar también que el método d~ 
descomposición tiene la forma del algoritmo de aproximaciones sucesivas 
usado para resolver el problema de punto fijo y = G(y) (ver Ortega y 
Rheinboldt, 1970), pero que la solución optima al PDI, u*, no corresponde 
al punto fijo de G. Indica también que, (de acuerdo a Narcotte) el meto 
do de descomposición corresponde a resolver el problema de Cournot-Nash­
usando el enfoque de Gauss-Seidel. Sin embargo, Fisk muestra que este me 
todo puede producir resultados intermedios que poseen un valor de la fun~ 
ción objetivo menor que el correspondiente a la solución de equilibrio 
del problema Cournot-Nash. 

El método puede también ser aplicado a la solución del PDR. En di 
cho caso, la primera etapa consiste en una asignación de flujos de equi 
librio multimodal y la segunda en una minimización unidimensional en las 
variables d . 

r 

La asignacion multimodal se realiza utilizando el método de relaja 
c1on o diagonalización. En nuestro caso y dado que en la primera etapa 
del método de descomposición las frecuencias son fijas, el método de di~ 
gonalización converge en una sola iteración del siguiente tipo (ver, -
Florian y Spiess, 1983): 

Paso O 

Paso 1 

Paso 2 

(inicialización). Encuentre una solución factible (f, d) 
Diagonalice las funciones de costo 

e (f ) 
a a 

= e (f , d) 
a a 

e (d) 
a 

= e (f , d) 
a a 

Resuelva el siguiente problema diagonalizado a fin de en 
centrar " A 

(f ' 
d) 

(a .-.J J d "" Min Z = ¿ e (x, d) dx + ¿ e (f a' y) dy 
( f, d) 

a a a o a o 

s.a.: fE~ fa~ O, ~a E A 
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Test de convergencia, si (f, d) es suficientemente cercano 
a (f, d) pare. Sino prosiga. 

Paso 4 : Haga (i, d) = (f, d) 
y regrese al Paso l. 

Note que dado que en esta etapa las frecuencias d son constantes, el 
segundo término de la función Z es constante y por lo tanto puede elimina~ 
se de consideración en el correspondiente problema de minimización. Por 
lo tanto, el problema a resolver en el Paso 2 se reduce a: 

s.a. : fE p, f > 0, V a E A 
a -

Como resultado de este proceso se obtendrían los flujos de equilibrio 
de transporte privado f* , los costos de operación de equilibrio de trans 
p~rte privaio (ca, V a E A) y los tiempos de viaje en transporte público 
(e , V a E L). 

a 

A continuación y para completar la primera etapa del método de descom 
posición, se procede a asignar la matriz 0-D de viajes en transporte públi 
~o a la red R de rutas de dicho nodo, utilizando los tiempos de viaje eH 
~btenidos arriba. Por lo tanto, como resultado de la primera etapa obten 
qremos una especificación del vector de flujos multimodal F. 

En la especificación del PDR hemos supuesto que la partición modal es 
fija entre transporte privado y transporte público y por lo tanto existe 
una matriz 0-D fija para cada modo. Es importante anotar que la especifi 
caciéin puede ser extendida para incluir partición modal variable. En tal 
caso, es posible también resolver el problema de asignación multimodal con 
de~anda variable utilizando una variación del método de diagonalizacion 
pr~sentado arriba, que básicamente consiste en una modificación del Paso 2, 
qu~ implica uncluir en la función Z un término que considere las demandas 
variables por transporte privado. 

La segunda etapa del método de descomposición consiste en resolver un 
problema unidimensional en d para cada ruta de transporte público. Los 
prob+emas a resolver son de Ía forma: 

+ ¿ ¿ 
rER (i,j )k 

S 

s.a. d >O 
k 

!::::! 
l: l: e (l , f , d' , dk) 

rER aELk ar a ar 

""r 
[ fl·J· /2 (d + ¿ 1 d )] r -r r 

Q, •• 
lJ 

(17) 
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en que d' es el vector de frecuencias sin incluir la correspondiente a 
la línea 1 f f f r son los flujos obtenidos como resultado 
de la (, a' ar' ij primera etapa y ¡r' es el conjunto de 
lineas comunes a la línea r en el segmento ij (i, j) pero con 
excepción de la línea k. 

Es interesante hacer notar que en este caso los problemas de minimi 
zación unidimensional planteado en (17) no son completamente separables 
en las variables d , para F dado, ya que al existir líneas comunes, la 
variación de la r frecuencia de una linea especifica afecta a los 
costos de operación, y tiempos de viaje y espera de todos los usuarios , 
de las líneas que poseen algún segmento común con ella. 

3.3. Aproximación a un<l solucion optima del sistema 

Como vimos en la seccion 2.2 una forma de simplificar el PDI es su 
poner que la distribución de flujos sobre la red f*(u) sera de acuerdo­
a un optimo de operación del sistema y no a un equilibrio de usuarios. 
Con ello la formulacion del PDI se simplifica notablemente y su solución 
se puede obtener en forma muy eficiente mediante la utilización de alg~ 
ritmos conocidos y probadamente convergentes. 

Varios autores (Los, 1979, Marcotte, 1983b Abdulaal y Leblanc, 1984) 
han propuesto utilizar el resultado obtenido del PDI' como una aproxi~ 
cíón razonable al resultado del PDI. 

3.4. Acotamiento del PDI 

Harker y Friesz (1984) proponen utilizar los métodos descritos en los 
puntos 3.2 y 3.3 para acotar la solución exacta al PDI. 

Los citados autores justifican este enfoque basados en los siguien­
tes argumentos: 

i El mét odo de H-J es un procedimiento heurístico que no asegura la 
obtención de la solucion exacta al PDI y además es demasiado caro 
en t~rmi nos computacionales como para ser aplicado en el caso de 
redes de tamaño real. 

ii El enfoque simplificado, que considera una distribución de flujos 
de acuerdo a un óptimo del sistema, entrega una solución con un v~ 
lor que constituye una cota inferior para la solución exacta al PDI . 
Esto es obvio si se considera que ningún otro principio de distrib~ 
ción de flujos puede presentar un costo total de operacion menor . 
Así, para cualquier valor dado del vector u, el costo total de op~ 
rac1on es mínimo cuando los flujos se distribuyen de acuerdo a un 
Óptimo del sistema. 

iii) El método de descomposicion optimización-equilibrio no es capaz de 
entregar el valor de la solución exacta al PDI, pero sin embargo, 
provee una cota superior para esta. 
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lL' ' ~ ·. ~nfoque presenta la dificultad de que el rango definido por las 
dos cotE ;·uede ser demasiado amplio en casos con elevada congestión y la 
ele ce ión ,I d vector u dentro de dicho rango plantea graves problemas de de 
finición. 
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