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Resumen

El disefio de redes es un tema de fundamental importancia para la gestidn

de sistemas de transporte, La especificacidn tradicionalmente mas trata
da consiste en escoger la mejor red de vias de infraestructura, para sa
tisfacer un conjunto de demandas de transporte en el espacio, representa

das por una matriz O-D de viajes en autom6vil, pero tambi€n pueden utili
zarse especificaciones que permitan determinar las caracteristicas Opti-

mas de operacidn de una red de servicios de transporte piblico, que uti-

lizan una red de infraestructura dada, o ambos problemas simultdneamente.
La formulacidn matemdtica de estos problemas conduce sin embargo a mode-

los cuyo tratamiento y solucidén acarrea importantes dificultades tedri-

cas y practicas. '

En este trabajo se plantean las formulaciones matemdticas.de los proble
mas de disefio de redes y se analizan sus caracteristicas para el caso de
variables de decisidn continuas. A continuacidn se describen y analizan
los métodos mds importantes que han sido propuestos para resolver el -pro

blema en casos reales.
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1. Introduccidn

F1 disefio de redes de transporte estd relacionado con dos problemas
de gran relevancia préctica: la determinacidn de las caracteristicas ope
racionales Sptimas de una red de infraestructura, para satisfacer.las de
mandas planteadas a través de una matriz 0-D de viajes en agtomov11 (PDI)
y la determinacidn de las caracteristicas operacionales Optimas de una
red de rutas de transporte piiblico, a fin de satisfacer las demandas por
tal servicio planteadas a través de la correspondiente matriz O-D (PDR).

En el caso del PDI las variables de decisidn son las capacidades de
los arcos (calles o vias) de la red de infraestructura analizada y en el
caso del PDR son las frecuencias de los servicios de transporte pblico
(1ineas de buses, aviones, etc.) que operan en cada ruta de la red. Es
tas variables, fundamentalmente en el caso del PDI, son de cardcter dis
creto, ya que la unidad fisica relevante de definicidén de capacidad es
la "pista" y una via tiene siempre un nlmero discreto de pistas. Sin em
bargo, la utilizacidn de variables discretas en la especificacidn matemad
tica del PDI, conduce a problemas de cardcter combinatorio cuya solucidn
es pricticamente imposible para la mayoria de los casos de tamafio real
(ver: Ferndndez, 1982; Gutierrez, 1982), lo que es aun mids vdlido para el
caso del PDR que posee un espacio de soluciones de mayor dimensionalidad.
Por este motivo, durante el @iltimo tiempo los esfuerzos de la mayoria de
los investigadores se han concentrado en el uso de formulaciones que uti
lizan variables de decisifn continuas (Steenbrink, 1974; Abdulaal y Le -
blanc, 1979 y 1984; Marcotte, 1983a y 1983b; Harker y Friesz, 1984; Fernin
dez, 1984 y 1985).

La utilizacidn de variables de decisidn continuas constituye una a
proximacién absolutamente razonable en el caso del PDR, principalmente
cuando se analizan sistemas que presentan servicios con altas frecuencias
(Ej.: redes de servicios de buses urbanos en paises en desarrollo). Para
el caso del PDI, Elton (1983) ha demostrado que es posible utilizar una
formulacidn continua como primera etapa en la obtencidn de una solucidn
discreta Optima, lo que permite resolver problemas de tamafio real en solo
una pequeila fraccidn del tiempo computacional necesario para resolver di
rectamente una formulacidn discreta.

La bondad de las soluciones a los problemas de disefio de redes se es
tablece generalmente evaluando una funcién objetivo, que considera los
costos totales de viaje de los usuarios y los costos de construccidn de
la infraestructura, en el caso del PDI, y los costos totales de viaje
de los usuarios y costos totales de operacidn de los servicios de trans
porte pliblico ofrecidos, en el caso del PDR. En todos los casos conside
rados en este trabajo se supone que las vias de transporte estln sujetas
al fendmeno de congestidn, lo que hace que tanto el costo de viaje de los
usuarios del sistema, como €l costo de operacidn de los oferentes de servi
cios de transporte piblico, aumente al aumentar el nfimero de vehiculos
que utilizan la via. Para ambos problemas la funcién objetivo estd por
lo tanto constituida por dos tipos de funciones, una creciente con las va
riables de decisidn (costos de construccidén u operacidn) y otra decrecien
te con dichas variables (costos de viaje de los usuarios del sistema).
Una solucidn es Optima si tiene asociado el menor costo total posible, al
mismo tiempo que se respetan las restricciones del problema.
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Las restricciones normalmente consideradas incluyen: continuidad vy
consistencia de flujos, comportamiento espontdneo de los usuarios en su
utilizacidn del sistema y no negatividad de las variables de decisidn.

La formulacidn matemitica del problema de disefio de redes cae dentro
de la categoria de problemas de programacidn multinivel, cuyo tratamien
to ha suscitado gran interés Gltimamente. Ella consiste en una rama de
la programacidn matemdtica que puede ser vista, ya sea como una generali
zacidn de problemas del tipo mini-max, o como una clase particular de
juegos tipo Stakelberg (ver: Marcotte,1983b Fisk, 1984).

Lo que resta de este trabajo estd@ estructurado como sigue: a continua

cidn planteamos la formulacidn matemitica del problema y analizamos sus

caracteristicas tedricas; finalmente presentamos y analizamos las caracte

risticas de los principales métodos de solucidn propuestos.

2. Planteamiento del Problema
.2.1.Problema de disefio de redes de infraestructura (PDI)
En el planteamiento del PDI usaremos la siguiente notacidn:

G(N, A) = Grafo dirigido que representa a la red de transporte a anali
rar y en la que N y A corresponden a lows conjuntos de nodos
y arcos respectlvamente.

W = Conjunto de todos los pares orlgen—destlno (0-D) que sirve
la red. :

= Indice general correspondiente a un par 0-D (w € W)

L2~}
1}

Conjunto de todas las rutas que existen sobre la red para
unir pares 0-D.

= Conjunto de las rutas que unen el par w.

€

Indice general correspondiente a una ruta (p € P).

p o =
[t}

= Indice general correspondiente a un arco de la red (a €A).
= Flujo sobre el arco a.

= Flujo sobre la ruta p.

= Demanda por viajes entre el par w.

= Inversidn o mejoramiento propuesto para el arco a.

W g 13 o M
g U

= Costo constante unitario de inversidn, por unidad de capaci
dad, sobre el arco a.

o)

Costo medio de viaje sobre el arco a, que-se supone es una
funcidn diferenciable en segundo orden con respecto a las va
riables f you,.

0
~
h

u
at a)

C = Costo medlo de viaje sobre la ruta p.
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Definiremos también los siguientes vectores:

L1}

f={fa|aeA} {e,|acA}, u={ua|aeA}

y la matriz arco - ruta {6 } que especifica la topologia de la red y cu
yos componentes se definen? cono ¢

1, si el arco a € A, es parte de la ruta p € P

ap 0, en el resto de los casos

Hacemos notar ademds que se cumplen las siguientes relaciones entre
algunas de las variables definidas:

= Restricciones de Demanda : Tw = Xh, ¥weWlW, (1)
peP P
W
- Consistencia de Flujos c £ = L 6 h s ¥a &€ A, (2)
a ap p
peP
-~ Consistencia de Costos : C_ = ¥ 6 e, ¥p kB, (3)
) ap a
acA
En el presente trabajo nos concentraremos en el caso en que todas
las variables u_ representan modificaciones de la capacidad de arcos
existente (no se consideran arcos nuevos) y supondremos que las fun

ciones de costos de inversidn son lineales en la variable capacidad.

Supondremos también, que las funciones de costo c, son de la siguien
te forma:

_ B n
o, =4 +38B [ lua] (4)
en que Aa es el costo de operacion de flujo libre (sin congestidn).

Dada la notacidn anterior, podemos formular como sigue el problema
de disefio de redes de infraestructura:

Min : I [ca(fg(u), ua) fz(u) + A Ba ua]

u achA (PDI)

S vlle ua > 05 W ae A(l)
en que f*(u) = {f*(u)la € A} corresponde a un equilibrio de usuarios S0

bre la red, (Fernandez y Friesz, 1983) y por lo tanto se obtiene como so
lucidn del siguiente problema:

(1) La restriccidn u_ > 0, puede cambiarse sin inconvenientes por
W, & kq, si existe una capacidad original que no puede ser disminui
= T3 L

a

da.




f
a
Min ¢+ I J[ e ey W) dx
S P ' "a
s.a.: I h =T, ¥wedW > (PEU)
o P A
peP
w
fo= L S h,¥acA;
s AP P
h >0 * g P
p - 5 J

El pardmetro A utilizado en la formulacidn del PDI, corresponde al in
verso del valor del tiempo de viaje, y se utiliza cuando c_ representa el
tiempo de viaje sobre el arco a. Si ¢_ representa costos =~ de operacidn
en unidades monetarias, A debe tomar un valor igual a la unidad.

El problema asi planteado es un problema de programacidon de dos nive
les. Los agentes decisores a cada nivel actlian en forma jerdrquica: en
el nivel superior, la autoridad planificadora toma decisiones que involu
cran especificaciones del vector,u, de tal forma de minimizar el costo
social total asociado al sistema, pero tomando en cuenta las reacciones
de los usuarios que se encuentran en el segundo nivel jerdrquico (f*(u)).
A su vez, los usarios toman decisiones de uso del sistema, que determinan
el valor del vector f, de tal forma de minimizar sus costos de operacidn
individuales, pero restringidos por las decisiones tomadas en el nivel
superior respecto del vector u,

Recientemente, algunos autores han investigado problemas de este tipo
en que estdn involucrados varios niveles jerdrquicos; en cada nivel los
agentes estan restringidos por las decisiones del nivel superior y maximi
zan sus beneficios tomando en consideracidn las reacciones de los niveles
inferiores (ver Bard y Falk, 1982).

2.2. PDI con comportamiento dptimo de los usuarios del sistema

La funcidn f*(u) representa el comportamiento espontZneo de los usua
rios de una red de vias, obtenido como resultado de la superposicidn de
decisiones individuales en que cada usuario trata de minimizar indepen -
dientemente su costo de operacidn. Dado que la operacibn de las vias de
la red est3n sujetas a externalidades de congestidn, tal comportamiento
no conduce a un 6ptimo social del sistema, en que el costo total social
de operacidn sea minimo, para un valor del vector u, ya que el equilibrio
f*(u) se obtiene como consecuencia de la consideracidn de los costos me
dios individuales de operacidn sobre las posibles rutas que unan pares
0-D sobre la red y no los costos marginales sociales (ver, Fernandez y
Friesz, 1983). '
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Sin embargo, si suponemos que los usuarios se comportan en forma so
cialmente Optima, en su eleccidn de rutas de viaje sobre la red, podemos
considerar el vector f, ademds del vector u, como variables de dec151on
del PDI. En tal caso desaparece la restriccion f*(u), representada por
el problema PEU, y obtenemos la la siguiente formulacidn notablemente
mas sencilla:

Min : Z [c (f, u)f + X B8 u ]
(u,f) aca 2 @ &’ 'a a a
> (PDI')

. > : :
S:a (fa’ ua) 0, ¥acecA; feio !

en que ¢ es el espacio definido por el conjunto de restricciones del PEU.

Este problema puede ser simplificado aun mds si obtenemos la relacidn
optima entre las variables f_y u , u (f ) para cada arco de la red y la
reemplazamos en la funcidn =, - B objetivo (Marcotte, 1983b).
ua<fa) se obtiene resolviendo:

Eln : ca(fa, ua) . fa + A Ba u, 2 (5)
a
gsa@.r u_ >0, Y ae A

a -

que serd un problema convexo con solucidn Gnica siempre que c sea conve

xa. En nuestro caso y dado que estamos suponiendo funciones c_ de la
forma expresada en (4), la solucidn de (5) conduce a: a
/ - Ba 1/ (n+1)
{0 = e
0 = (T ) £ (6)
a

Introduciendo la relacidn ua(f ) en la funcidn objetivo del PDI' este
se transforma en general en:

M%n : afA[L (f 3 ua(fa))'fa o Ba ua(fa)J (7)

s.a.t £ >0, ¥aedA; fed

y utilizando la expresidn de u, (f ) dada en (6) para reemplazar en (7)
obtenemos:




Min : I (A +'Y‘) £ (8)
t. ach 2 a &

0, ¥aecA;fed

"
Y
Lo 2

1V

a
s =k =k % B ~“)
con: Yy, = ¢ 5a o 5 o,
& = (n B_/A sa)‘(l/“)

y esta formulacién es equivalente a un problema de asignacidn con costos
de operacibnconstante (sin congestibn). Para su solucifn solo se requie
re calcular las rutas minimas sobre la red original suponiendo costos
de operacidn constantes iguales a (Aa +'Ya).

Por lo tanto, en este caso, el PDI se transforma en un prablema de
solucidn précticamente trivial. El problema (8) es aun mls fdcil de re
solver que un problema estandard de asignacién de flujos sobre la red
original. Es necesario aclarar que esta notable caracteristica es una
consecuencia de haber supuesto que las funciones de costo de capacidad
son lineales. Si en vez de ello suponemos que estas funciones son de la
forma:

g, (u)= B u® m#l (9)

la expresidn de ua(fé) resultante de resolver el problema (5) resulta ser
en nuestro caso:

_ - 1 /fo-+m) (n+1) fa+m)
a
ua(fy) = (”m““) fa | i

e introduciendo (10) en (7) obtenemos:

n(m-1) /(n+m)

Min : I [Aa + Yé fa ] fa (11)
acA

Sl fa >0 ,¥%acech;fe ¢
N~ -m n

con {a = (A Ba o + Ba o)

-1/ (n+m)

n B
(ks )
a .
m A Ba

Q
i
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Esta Gltima formulacidn es equivalente a un problema estandard de
asignacién de flujos sobre la red original, con funciones de costo mo
dificadas, el que puede ser resuelto eficientemente utilizando algorit
mos del tipo Frank-Wolfe (Leblanc et al, 1975) o Partan (Florian et al,
1985). Ls facil ver que (l1) se transforma en (8) para m = l.

Por lo tanto, podemos conlcuir que si suponemos que los usuarios
utilizan la red de transporte en forma socialmente Optima, el PDI se
transforma en un problema que puede ser resuelto en forma eficiente uti
lizando algoritmos ampliamente conocidos.

MAs aun, Marcotte (1983b) demostrd que si las funciones c, v 8, son
tales que:

i) las g son lineales y su valor proporcional al largo del arco y su
capacidad:

ga(ua) 5% da “a

en que £ es una constante y da representa la longitud fisica del arco a.

ii) las ¢ son homogéneas a través de la red y proporcionales a la longi
tud 2 del arco:

entonces las soluciones del PDI y el PDI' son coincidentes
2.3.Problema de disefio de rutas de transporte pidblico (PDR)

En el caso del PDR consideraremos una red G(N, A) que sirve como in
fraestructura comin para la operacidn de transporte privado y transporte
pliblico. Si tomamos como ejemplo el sistema de rutas de transporte pUbli
co de una ciudad, tendremos que la mayoria de los arcos de la red serin -
simultdneamente utilizados por buses y automdviles y por lo tanto los cos
tos de operacidn de ambos medios estardn interrelacionados: un aumento
del flujo de automdviles afectard al costo de operacidn de ' los buses y
viceversa. Por lo tanto, tendremos dos funciones de costo de operacidn
para cada arco, cada una de ellas dependiente del flujo total:

n

c (£, d) =A +B, [E, +ul N dr] (12)
reR

-— o - n

c (f,d) =& +B, [£, +u rgRéar d_] (13)

en que ¢ es la funcidn de tiempo de viaje de los vehiculos de transpor
te pblico sobre el arco a vy c, la funcidén de costos de operacidn de
transporte privado, ademis:



a° ©- & Cdnjuhié'deffﬁﬁaéfﬁé'ﬁféﬁépbfte}pﬁﬁiido”eﬁ“la'red,G.
.= Frecuencia de- operac1on de la linea r de transporte pGblico
~ (que opera la ruta r € R) B

d . = ,{d /r £ R} _vector de frecuenc1as

{8 } = Matrlz arco—ruta de transporta publlco cuyos componentes se
definen como: i, ;

1, si 1é'tutéwf de frapspdffévpdblico pasa por el arco a

0 , en el resto de los casos.

wd o 1

' = Factor de. equ1valen01a de wun vehiculo de transporte publlco
. ken vehlculos equivalentes).. ,
UL . r ar o "" i ‘:“ FRE & . 4 et % 5

Tendremos tamblen que- los costos totales de operacidn sobre un arco,
para. cada medio serdn: Lt § oo

Y 0 B g 3Rt gl

Ca(fa, d) = ca(fa, d) f (14)

€. (. L s a1y = s (f 8 B ooy
B GUES oy, ¢ o By el >
JC’; élééétb total de ob;fégién'paréyei tranéporte“privédO»en el arco a.
_;r.% Tiempo total de v1a3e de los usuarlos de la linea r de transporte
B piiblido, efivel *ardo’a. ' @ ne g
f = Nmero de pasajeros de transporte PUbllCO que v1aJan = la linea r

a través del arco a.
Adicionalmente definiremos los conjuntos : L, que contiene todos los
arcos de la red G(N, A) que son utilizados por recorridos de transporte
piblico; L' , que contienen el conjunto de arcos por los que no circula
transporte plblico vy Lr que es el conjunto de arcos utilizados por la
linea r, con:

LUL" =4 , LOL' =¢

A diferencia de los usuarios de transporte privado,que solo incurren
en un gasto de tiempo de viaje sobre el vehiculo mismo,los usuarios de
transporte piblico tienen que incurrir ademds en un tiempo de acceso,gas
tado en recorrer el espacio que separa su lugar de origen y el nodo de
la red a través del cual acceden a los servicios de transporte mas la
distancia entre el nodo de egreso y su destino final, y un tiempo de es
pera hasta que llegue un vehiculo que pueda utilizar para viajar a su des
tino. Adem3s, en general, el conjunto de usuarios pertenecientes a una
misma zona geogrdfica tendrd varios nodos alternativos a través de los
cuales acceder a la red de servicios de transporte piblico. Por lo tanto
denominaremos:
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0 = Conjunto de nodos a través de los cuales se puede acceder a
& la red de transporte piblico, para viajar entre el par w (par
0-D).
D. = Conjunto de nodos a través de los cuales se puede egresar de
& la red de transporte piihlico, al viajar entre el par w,

.. = Proporcifn, del total de usuarios de transporte piblico que
H viajan entre el par w, que utilizan el nodo i como acceso a
la red y el nodo j como egreso.

t, = Tiempo de acceso para los usuarios que viajan entre el par w
+J utilizando i como acceso y j como egreso,

Por {ltimo, un fenOmenp importante a considerar en la operacidn de
transporte plblico( Ej.: servicios de buses en ciudades de paises en de
sarrollo) es el de las lfneas comunes (De Cea, 1984). Es asi como dis -
tintas 1ineas utilizan un mismo conjunto de arcos o segmento comfin de ru
ta, haciendo que un usuario cuyos nodos de acceso y egreso a la red es
tén sobre dicho segmento, tenga varias lineas o servicios alternativos
que puede utilizar. Por lo tanto, incluiremos la siguiente notacidn adi
cional:

FL
fij = Niimero de usuarios de transporte pfiblico que acceden a la 11

nea r en el nodo i y egresan en el nodo j.

El numero de variables de este tipo a definir para cada linea r depen
de del niimero de sergmentos (i, J) sobre los cuales existen distintos con
juntos de lineas comunes 3T . -

ij

Finglmente, definiremos como G (d.) la funcidn de costo de operacidn

de la linea r de transporte piiblico.

Utilizando toda la notacidn definida podemos proceder a formular el
PDR como sigue:

) & %
Min : I_ Ca(f ,d)+ I C(f ) + (16)
d acL # acL' 2 @ '
s 1 ¢c ¢ F*
reR aeLr ara ’ “ar ’ ¥ ¥
sT [ =z vY .1 +
w Y 4e0 jep 3 1]
w w
= ~ L
f I [ fij /2_125 dr]+ A X Gr(dr)

reR (i,j); Rij reR




s.a, :d_.>.0, ¥reR, fe¢

F* = F(d) (flujos de equilibrio muitimodal)
' ' ‘ ‘ W .\ T
Fo=(f,/a e Aj ﬁar/a £ é, ¢ & R: Vij/(l, e (i, Dy we )
W W
Wi ™ e
ij 17

La funcidn objetivo consta de varios términos distintos: los dos
primeros representan el costo de viaje de los usuarios de transporte pri
vado, el tercero los tiempos totales de viaje sobre el vehiculo para los
usuarios de transporte piiblico, el cuarto el tiempo total de acceso y el
quinto el tiempo total de espera, incurridos por los usuarios de trans -
porte piblico y el término final (sexto) representa el costo total de ope
racidn de todas las lineas o servicios de transporte piiblico.

Al igual que en el caso del PDI, el PDR asi planteado es tamhién un
problema de programacidn en dos niveles. En el nivel superior, una autori
dad central toma decisiones ‘acerca de la especificacidn del vector d, de
tal forma de minimizar el costo social total asociado con el sistema, pero
tomando en cuenta las reacciones de los usuarios de transporte privado vy
transporte piblico que se encuentran en el nivel jerdrquico inferior, A
su vez, los usuarios ‘toman decisiones de uso del sistema que determinan el
valor del vector F, de tal forma de minimizar sus costos de operacidn in
dividuales, pero restringidos por las especificaciones del vector d decidi
das -en el nivel superior. :

Es importante notar que el PDR no es un problema convexo, dado que la
funcién F*(d) no es convexa. Sin embargo, si suponemos F dado y constante,
podemos definir tantos problemas unidimensionales en funcidén de d_ como 11

neas de transporte plblico existan. Para cada uno de estos proble
mas se supone que todas las frecuencias son fijas a excepcidn de una de
ellas. ‘

Los problemas unidimensionales asi definidos son convexos ya que tan
to las funciones C_ como C son convexas en d_ para F dado y las funcio-

: a ar r. -
nes de tiempo de espera’  y costos de operacidn Gy son también convexas

en d_ para F dado. Por {ltimo, la funcidn de tiempo de acceso
es constante para F dado, ya que los flujos V¥, son dados y el tiempo de
acceso tY. es independiente de las frecuencias’ d_; por lo tanto, el térmi
no co- J_rrespondiente de la funcidn objetivo o puede ser eliminado de
consideracidon en el problema unidimensional en funcidn de dr'

Esta convexidad de la funcidn objetivo en t&rminos de cada uno de los
d_es una propiedad importante para la solucidn del PDR, dado que comun
mente los algoritmos de solucidn incluyen dentro de su operacidn bisque
das unidimensionales, que tendran solucidn (nica si es que la funcidn uni
dimensional involucrada es convexa. -
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3. Principales Métodos de Solucidn

Los métodos o enfoques de solucifén mids importantes que han sido pro -
puestos para resolver los problemas de disefio de redes son los 51gu1eqtes:

3.1, Algoritmo de Hooke and Jeeves (H-J)

Este método consiste en la utilizacién del algoritmo de Hooke and
Jeeves (1961). Dicho algoritmo es suficientemente robusto como para no
requerir convexidad, ni una expresidon explicita de las derivadas de la
funcin objetivo con respecto a las variables de decisidén. Su aplicacidn
s6lo requiere que la funcién analizada sea continua y evaluable para cual
quier valor factible de las variables y fue originalmente propuesta por
Abdulaal y Leblanc (1979) para la solucidn del PDI.

El algoritmo de H-J trabaja sobre la base de la repeticidn de un pro
cedimiento de dos fases: En la primera, partiendo de una solucidn facti -
ble x cualquiera que sirve como punto base, se realiza un proceso de bis
queda exploratoria a través de cada una de las coordenadas del espacio de
soluciones, que permita definir una 'buena' direccidon local de descenso,
(reduccién del valor de la funcidn obejtivo). Para ello, se toma una de
las variables x. lj se aumenta su valor en una cantidad § pre-establecida
y se evaliia la funcién objetivo en el nuevo punto x asi definido. Si
el valor obtenido resulta menor que el correspondiente al punto base, se
acepta ¥ y se pasa a examinar la siguiente variable x.. Si por el contra
rio, la funcién objetivo resulta tener un mayor valor ~ en x, se disminuye
el valor original de x, en & y se vuelve a evaluar la funcifn objetivo.
Si resulta menor que Y en el punto de partida, se acepta el nuevo punto
y se continua con la siguiente coordenada. En caso de que el valor de la
funcidn objetivo resulte mayor, se vuelve al punto base y se pasa a exa
minar la siguiente coordenada. Este proceso se repite hasta completar el
niimero total de las variables involucradas en el vector . Si ninguna de
las blisquedas exploratorias, con respecto a todas las variables contenidas
en el vector x, logra encontrar un nuevo punto que disminuya el valor de
la funcién objetivo, se reduce el valor de § en una cantidad pre-estable-
cida y se repite todo el proceso de nuevo. El algoritmo se detiene cuando
el valor de § decrece mis alla de un valor de '"tolerancia" predefinido.

Cuando la primera fase ha dado como resultado un nuevo punto o solu -
cidn factible, en el cual la funcidn objetivo tiene un valor menor que en
el punto base anterior, &stos dos puntos definen una direccidn de avance
en el espacio X. La longitud de avance se determina por la distancia en-
tre los dos puntos, multiplicada por un pardmetro o ,

Las caracteristicas de convergencia del método estdn gobernadas fun
damentalmente por los valores de los dos pardmetros oo y & los que deben
determinarse en forma nimerica para cada tipo de problema a tratar. En el
caso del PDI, se ha encontrado que una buena combinacidn de valores es:

4 Supongamos que x representa el vector de las variables de deci

sién. En el caso del PDI tendremos x = u y en el caso del
PDR x = d
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a=1y &§=0,5 (ver Elton, 1983) cuando g, es del tipo g, = g Iua[n
en que el exponente n determina las caracteristicas de
rendiemientos a escala en la cosntruccidén de infraestructura. (en el pre

sente trabajo estamos suponiendo n = 1).

9

"Est2@ claro que nt puede asegurarse que el método obtenga un Sptimo
global a menos que el problema a resolver fuera convexo, lo que no ocu
rre ‘en el caso del PDI ni del PDR. Sin embargo, dada la forma en que
func1ona, el método permite explorar cualquier funcidén continua no conve
xa por extrafia que sea su forma. A fin de mejorar las posibilidades de
obtener un 6ptimo, la aplicacidon del método puede repetirse usando dis -
tintos puntos de partida escogldosaleatorlamente.

Como acabamos de ver, cada iteracidn del método de H-J requiere de
una bisqueda exploratoria y un avance en la direccidn escogida. Bi
suponemos que en la primera fase, para la mitad de las variables x. bas
ta explorar en un solo sentido del eje correspondiente y para la otra
mitad es necesario moverse en ambos sentidos (x; + 6§ y x, - &), lo que
podria considerarse un caso promedio, serin 1 necesa-
rias 1,5n evaluaciones de la funcidn objetivo en esta fase, en que n es
el niimero de variables del problema Por lo tanto, si se realizan N ite
raciones del método, se requerirdn en promedio N(1,5n + 1) evaluaciones,
dado que una evaluacidn adicional es necesaria en la segunda fase de
avance (en el peor de los casos serian N(2n + 1). Para evaluar la fun -
cion objetivo del PDI es necesario realizar una asignacidn de equilibrio
a la red, proceso que es computacionalmente caro, por lo que no resulta
muy atractivo que el nimero de evaluaciones dependa de n. Sin embargo,
Abdulaal y Leblanc (1979) propusieron una modificacidén del algoritmo que
ha dado muy buena resultados prdcticos. Ella estd basada en la observa
cidn de que los flujos de equilibrio f*(u) & F*(d) no cambian significati
vamente cuando s6lo una de las componentes de u & d es levemente modifi
cada. Por lo tanto, no es necesario calcular nuevos flujos de equili -
brio, para cada modificacidn de las componentes de x durante la fase ex
ploratoria, sino que basta con utilizar, para las evaluaciones de la fun
cién objetivo, los mismos flujos obtenidos para el punto base de la biis
queda. Asi, cada iteracién del método requiere sdlo una asignacidn de
flujos de equilibrio, necesitdndose en total sdlo N asignaciones, inde -
pendientemente del niimero de variables.

Es importénte recalcar que la gran ventaja del m&todo de H~J es que
no exige ninglin atributo especial a la funcidn objetivo del problema a re
solver, salvo continuidad. Ademids este algoritmo pertenece a la familia
de métodos de coordenadasque son muy sencillos de implementar ya que no
requieren el cdlculo de derivadas o Hessianas de la funcidn objetivo (lo
que en nuestro caso ademis no es posible dado que no conocemos la expre
sidn de las fun01ones f%(u) o F%(d)).

”Sin(embargo, estas mismas caracteristicas pueden constituirse en un
problema que afecte a la eficiencia computacional del algoritmo, ya que
este no hace uso de nlguna caracteristica de regularidad que la funcidn
objetivo pueda presentar. En especial hemos visto que la funcidn objeti
vo del PDR es convexa en cada una de las variables dr para F dado y algo
similar ocurre en el caso del PDI, cuya funcidn objetivo es convexa en
cada uno de los ua para f dado.
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Esta propiedad es utilizada por el método de optimizaciofi- equilibrio
que describimos a continuacidn.

3.2. Método de descomposicidn: optimizacidn-equilibrio

Este algoritmo fue originalmente propuesto por Steenbrink, (1974) pa
ra la solucidn del PDI y consiste en un procedimiento heuristico de dos
fases: En la primera, se supone que el vector u es fijo y se resuelve el
PEU para encontrar £%(u). La segunda fase supone a su ver que el vector
f es fijo, e igual al conjunto de flujos de equilibrio determinados en la
fase anterior, y procede a calcular los correspondientes valores Optimos
de las componentes del vector u. Dado que f es fijo, esto Gltimo puede
realizarse independientemente para cada arco de la red. Por lo tanto,
el algoritmo consiste en unma secuencia de asignaciones de equilibrio a
la red seguidas por minimizaciones unidimensionales, para todos los arcos
considerados en el vector u. Las dos fases del proceso se repiten hasta
que se satisfaga alglin criterio de convergencia pre-definido.

Dado un valor fijo del vector u, la primera fase, que calcula los
flujos de equilibrio f#(u), consiste en resolver el PEU. Esto puede rea
lizarse mediante la aplicacidn del algoritmo de Frank-Wolfe, técnica que
es hoy dia estandard para la solucidn de este problema (ver, Ferndndez y
Friesz, 1983).

Por otra parte, la segunda fase, que supone que el vector f es cons
tante, consiste en la solucidn de una serie de problemas de minimizacidn
unidimensionales e independientes entre si.

Cada uno de estos problemas tiene la forma especificada en (5) cuya
solucién, como vimos en la seccidn 2.2. conduce a la expresidn analitica
explicita de ua(fa) presentada en (6).

Esto permite que la segunda fase sea computacionalmente muy eficien
te ya que se reduce a evaluar una serie de expresiones del tipo (6), en
las que todos los términos son constantes y f corresponde al valor ob
tenido como resultado de la primera fase. -

5i la funcidén g_(u_) es no lineal, como en (9), u (f ) tiene una ex
presidon como la dada en (10). & .

Harker y Friesz (1984) caracterizan este algoritmo como un juego no
cooperativo del tipo Cournot-Nash, entre los usuarios y los planificado
res del sistema de transporte. En dicho juego, cada jugador actia con
una visidn miope del comportamiento de su oponente, tratando de maximizar
su utilidad individual bajo el supuesto de que sus acciones no producirin
ninguna reaccién en su contricante. Este juego alcanza una solucidn de
equilibrio cuando ninguno de los participantes puede aumentar su utilidad
mediante un cambio unilateral de estrategia. En nuestro caso, en cada
iteracion del algoritmo, los planificadores no estdn tomando en cuenta
yue los usuarios reaccionardn con nuevos flujos de equilibrio ante las mo
dificaciones introducidas en el vector u. Harker y Friesz, también plan
tean que la solucidn exacta al PDI corresponderd mids bien a la de un



juego del tipo Stackelberg y en consecuencia argumentan que el método de
descomposicidn, optimizacidn-equilibrio, no conducird a la solucidn desea
da del PDI.

Por su parte Fisk (1984) caracteriza el método de descomposicidn co
mo una solucién iterativa al problema del "lider y el seguidor'. En nues
tro caso, los planificadores representarian al "lider", que optimiza los
valores de u dados ciertos valores de f y los usuarios serian los 'segui
dores", que reacomodan sus flujos como consecuencia de las decisiones to
madas por los planificadores. Fisk hace notar tambi&n que el método de
descomposicidn tiene la forma del algoritmo de aproximaciones sucesivas
usado para resolver el problema de punto fijo y = G(y) (ver Ortega y
Rheinboldt, 1970), pero que la solucidn optima al PDI, u*, no corresponde
al punto fijo de G. Indica también que, (de acuerdo a Marcotte) el méto
do de descomposicidn corresponde a resolver el problema de Cournot-Nash
usando el enfoque de Gauss-Seidel. Sin embargo, Fisk muestra que este mé&
todo puede producir resultados intermedios que poseen un valor de la fun-
cidn objetivo menor que el correspondiente a la solucidn de equilibrio
del problema Cournot-Nash.

El método puede también ser aplicado a la solucién del PDR. En di
cho caso, la primera etapa consiste en una asignacidn de flujos de equi
librio multimodal y la ségunda en una minimizacidn unidimensional en las
variables dr'

La asignacidon multimodal se realiza utilizando el método de relaja
cidn o diagonalizacidn. En nuestro caso y dado que en la primera etapa
del método de descomposicidn las frecuencias son fijas, el método de dia
gonalizacidén converge en una sola iteracién del siguiente tipo (ver,
Florian y Spiess, 1983):

Paso 0 : (inicializacidn). Encuentre una solucidn factible (f, a)
Paso 1 : Diagonalice las funciones de costo
c (£) = ca(fa, d)
Ca(d) = Ca(fa’ d)
Paso 2 : Resuelva el siguiente problema diagonalizado a fin de en
contrar (E , a)

£ d
Min Z = X j - ca(x, d) dx + L J c (f , y) dy
CE,d) a ‘o , a ‘o a 4

s.a.: £ e £ 2 0, ¥aceA
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Paso 3 : Test de convergencia, si (f, d) es suficientemente cercano
a ,> -, pare. Sino prosiga.
(f, d)

o i regrese al Paso 1.
Paso 4 : Haga (f, d) = (f, d) ¥ eg
Note que dado que en esta etapa las frecuencias d son constantes, el
segundo término de la funcidn Z es constante y por lo tanto puede eliminar
se de consideracidn en el correspondiente problema de minimizacidn. Por
lo tanto, el problema a resolver en el Paso 2 se reduce a:

f
Min Z2 ¢ X J a ca(x, d) dx
o

g.ar ¢ EE @ fa >0, ¥acA

Como resultado de este proceso se obtendrian los flujos de equilibrio
de transporte privado f* , los costos de operacidn de equilibrio de trans
porte privado (ca, ¥ a € A) y los tiempos de viaje en transporte pliblico
(ca, ¥ a g L)

A continuacidén y para completar la primera etapa del método de descom
posicidn, se procede a asignar la matriz O-D de viajes en transporte pibli
co a la red R de rutas de dicho nodo, utilizando los tiempos de viaje ¢
obtenidos arriba. Por lo tanto, como resultado de la primera etapa obten
dremos una especificacidn del vector de flujos multimodal F.

En la especificacién del PDR hemos supuesto que la particidn modal es
fija entre transporte privado y transporte piiblico y por lo tanto existe
una matriz 0-D fija para cada modo. Es importante anotar que la especifi
cacidn puede ser extendida para incluir particidn modal variable. En tal
caso, es posible también resolver el problema de asignacidén multimodal con
demanda variable utilizando una variacidn del método de diagonalizacidn
presentado arriba, que bdsicamente consiste en una modificacidn del Paso 2,
que implica uncluir en la funcidn Z un término que considere las demandas
variables por transporte privado.

La segunda etapa del método de descomposicidn consiste en resolver un
problema unidimensional en d_ para cada ruta de transporte piiblico. Los
problemas a resolver son de fa forma:

Min : zca(?fa,d',d)+ r 2 ¢ (F,f ,d', d)

k ar 4 ar k
dk ast reR aeLk
el
+1 ¢ [E. /2@ + E_,d)] bl
reR (i,3) +J i T
] 1]
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en que d' es el vector de frecuencias sin incluir la correspondiente a

la linea K. f £ Fr son los flujos obtenidos como resultado
de la > "a’ Tar’ Tij primera etapa y -—r' es el conjunto de
lineas comunes a la linea r en el segmento ij (i, j) pero con

excepcidn de la linea k.

Es interesante hacer notar que en este caso los problemas de minimi
zacion unidimensional planteado en (l17) no son completamente separables
en las variables d_, para F dado, ya que al existir lineas comunes, la
variacidn de la frecuencia de una linea especifica afecta a los
costos de operacidn, y tiempos de viaje y espera de todos los usuarios,
de las lineas que poseen alglin segmento comln con ella.

3.3. Aproximacidn a una solucidn Optima del sistema

Como vimos en la seccidn 2.2 una forma de simplificar el PDI es su
poner que la distribucidn de flujos sobre la red f*(u) sera de acuerdo
a un Optimo de operacion del sistema y no a un equilibrio de usuarios.
Con ello la formulacidn del PDI se simplifica notablemente y su solucidn
se puede obtener en forma muy eficiente mediante la utilizacidn de algo
ritmos conocidos y probadamente convergentes.

Varios autores (Los, 1979, Marcotte, 1983b Abdulaal y Leblanc, 1984)
han propuesto utilizar el resultado obtenido del PDI' como una aproxima
cién razonable al resultado del PDI.

3.4. Acotamiento del PDI

Harker y Friesz (1984) proponen utilizar los métodos descritos en los
puntos 3.2 y 3.3 para acotar la solucidn exacta al PDI.

Los citados autores justifican este enfoque basados en los siguien-
tes argumentos:

i ) El método de H-J es un procedimiento heuristico que no asegura la
obtencidn de la solucidn exacta al PDI y ademds es demasiado caro
en términos computacionales como para ser aplicado en el caso de
redes de tamano real.

ii ) El enfoque simplificado, que considera una distribucidn de flujos
de acuerdo a un Optimo del sistema, entrega una solucidn con un va
lor que constituye una cota inferior para la solucidn exacta al PDI.
Esto es obvio si se considera que ningilin otro principio de distribu
cidn de flujos puede presentar un costo total de operacidn menor.
Asi, para cualquier valor dado del vector u, el costo total de ope
.racidn es minimo cuando los flujos se distribuyen de acuerdo a un
optimo del sistema.

iii) El1 método de descomposicidn optimizacidn-equilibrio no es capaz de
entregar el valor de la solucidn exacta al PDI, pero sin embargo,
provee una cota superior para esta.
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o enfoque presenta la dificultad de que el rango definido por las
dos cote - uede ser demasiado amplio en casos con elevada congestidn y la
eleccién del vector u dentro de dicho rango plantea graves problemas de de
finieion.
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