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DESARROLLO DE UN MODELO PARA DECISIONES PROBABILISTICAS DISCRETAS 

~e sumen 

Ma risa Yadlin 
Departamento de Estadística 

Pontificia Universidad Católica de Chile 

tn este trabajo, se construye un modelo de demanda discreta que es consisten 
. te con él principio de maximización de utilidad y que constituye una genera~ 
l izaci6n param~trica del Mod elo Logit Multinomial, de modo que la teoría el~ 
sica de tests de hipótesis es aplicable para comparar entre ambos . 

El nuevo modelo, Modelo Global (Nesting) de Distribución Ext r ema, se genera 
en base a un m~todo para construir distribuciones acumulativas conjuntas , que 
permite la introducción de dependencias entre variables aleatorias cuyas dis­
tribuciones acumulativas marginales están dadas . 

~ 1 Modelo Global de Distribución Extrema posibilita la representación de pro 
cesos de decisión en mallas y de relaciones de sustituibiliclad y complementa­
riedad entre las alternativas . Además, sus probabilidades de selección son 
funciones simples de aquellas correspondientes al Modelo Logit Multinomial . 

Como ilustración, el modelo desarrollado se especializa a situaciones con 
tr es alte r na tivas y dos sustitutos . 
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l. Introducción 

Los modelos de demanda discreta se utilizan para explicar la elección de 
un individuo de una de las alternativas excluyentes y exhaustivas de un 
conjunto de selección finito C, con lcl =J. Ya que el proceso de deci­
sión se considera no determinístico y para ,convertir la variable depen­
diente en continua, estos modelos especifican las probabilidades con que 
un sujeto n elija i de cualquier subconjunto Be C, PR<iiZin• A). Aquí, 
Zin es un vector de atributos observados del sujeto n y de la alternati­
va i e B y e = (S, a) es un vector de parámetros desconocidos*. 

Los modelos suponen que las preferencias de un sujeto pueden expresarse 
por medio de una función vectorial sobre C. Así, el individuo n asocia 
a i e C un valor Uin que depende de las variables explicatorias Zin y de 
s. 
Los modelos de utilidad aleatoria (MUA) en Economía conceptualizan la fun­
ción de utilidad como aleatoria y asumen que los sujetos eligen de acuer­
do al principio de maximización de utilidad, atribuyendo la incertidumbre 
en las decisiones a la determinación de los valores de las alternativas. 

Descomponiendo 

Vin + e:in (1) 

donde V in es una función lineal en S 

V in = sr Zin (2) 

y E in es una perturbación aleatoria, se obtiene 
' 

P;(i) = Prob [E:jn - E: in < V in -Vjn.VjeB, j 1- i] (3) 

Por lo tanto, un MUA queda determinado por F, la función de distribución 
acumulativa de (e:ln• e:2n, .... , E:Jn) y por 9. 

Se supone que 

F = F(a) (4) 

donde a refleja la estructura de dependencias entre los Ein **· 

* Las probabilidades también se denotan por PJ' (i) o PB (i) y pn (i) o 
P(i) si B = C. El índice n se omite en varios contextos en lo que si­
gue. 

** Formulaciones más generales permiten que A y F dependan de las alter­
nativas i y/o de los sujetos n y Zin contenga atributos de alternati­
vas j 1 i. Sin embargo, estas generalizaciones no permiten derivar 
el Modelo Logit Multinomial como modelo de demanda discreta. 
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Ftjando en (3) Ein y tomando valor esperado con respecto a su FDA 

IJ j e t3) 

F· 1 

(S J 

LJs modelos de utilidad constante (MUC) en Sicología conceptualizan la 
f~ción de utilidad co~o determinística y postulan ciertos axiomas sobre 
~~ comportamiento, atribuyendo la incertidumbre a la regla de decisión. 
Pd ra estos modelos 

U ~!oJelo Logit Multinomial (t:1LM) e$tá dado pbr 

dunde 

pn ( i) 
B 

· Vin e 
----,V 
L eVjn 

jEB 

V. 
l.n 

e s,·v B ce, IBI > 2 

= Bt z. 
l.n 

(6) 

(7) 

El MLM exhibe gran simplicidad analítica y computacional, pero no consi­
dera interrelaciones entre las alternativas. 

I'.ILI J~·riv.1r este modelo t:omo MUi\, vía (5), una condición suficiente, 
pero no necesaria, es que Lin• i e C~ sean independientes, de modo que 

L1 = o (8) 

e idénticamente distribuidas con FDA de Valor Extremo (VE) 

-x R = exp{-e }, x e (9) 

La f1,1nc ión de densidad de cada Cj es 

(11) 
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Adernis, (Johnson y Kotz, 1970) 
• 1 • • ' ~ 

es la función generadora, de momentos de E:j y 

E(¿j) = 0,577215 = y (Euler) 

Var(¿j) = n2 /6 = 1,645 

Mediana(Ej) = -log (log 2) = 0,367 

~toda ( L j) = O 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

La FDA de VE concentra prácticamente toda la probabilidad en [-2,2; 9,2]. 

Una condición necesaria y suficiente para derivar el MLM corno MUC, es el 
:~xioma de Selección de Luce (1959) o propiedad de Independencia de Alter­
nativas Irrelevantes (LAl) 

P"(1) 
{i,j}. 

Pn ( j) 
{ 1 'j } 

(16) 

o sea, las chances relativas de.el~gir i sobre j son independientes de la 
disponibilidad de otras alternativas. 

L1 propiedad de 1 Al involucra la incapacidad del MLM de · incorporar relacio­
nes ~ntre las alternativas. El MLM puede generalizarse a un MUA que rnan­
ten~a su simplicidad y que permita la introducció~ de relaciones de susti­
tuibilidad (o complernentaridad) entre las alternativas, mediante .la inclu­
sión del ve~ror de parámetros cx. Cuando cx = O, el MUA generalizado se re­
duce al HUI, de manera que la evaluación comparativa de ambos modelos pue­
de realizarse con procedimientos de tests clásicos de la hipótesis que 
~ = O, la que está anidada dentro de la clase de hipótesis admisibles que 
~ está en un espacio pararn~trico que contiene el O*. 

2. Método de Generalización de MUA 

El método permite generar familias de FDA conjuntas para (e:¡, ,,,,, EJ), 
manteniendo las J FDA marginales Fj fijas e introduciendo parámetros de 
dependencias entre las perturbaciones. l.a fnmilia resultante se denomina 

"'111 inv•·!Hignciones emp!ricas no descritas en este trabajo, se ha demos­
trado que los Estimadores Máximo Verosímiles son únicos en el MUA gene­
r;ilizado y que los Tests de Razón de Verosimilitud son satisfactorios 
(Y:ldlin, l9H5 a). 

... 
fw · 
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Fai rlie- Gumbel- Mor genstern (Johnson y Kotz, 1975). De la FDA generada, 
se deriva, vía (5), un MUA tal que el MUA correspondiente al producto de 
las Fj fijas constituye un caso especial del primero. Cuando u = O, la 
FDA y el MCA generados se reducen al producto de las FDA marginales y al 
MCA original, respectivamente. 

El método presentado 
dependencia ~j 1 •••• 
k "' 2 , ... , J, donde 

por Johnson y Kotz (1975), introduce parimetros de 
j k entre (e j 1 , .•.• , e j k)• í j 1, .•• , j k} e C, 
los ~ dependen simétricamente de sus subíndices. 

En este trabajo, se desarrolla una reformulación del método, con el obje­
to de generar la FDA F para (ej; j e B¡y¡), m = l .••• , M, donde los Bm e C 
son subconjuntos de alternativas similares con 

M 
m~l Bm • C 

Je ld siguiente manera (ver también Yadlin, 1985 b): 

+ 

~ F . ( x . ) {1 + 
j=l J J 

M 

J. 
m=l 

C( 
m 

donde dm representa asociación entre los Ej con j e Bm. 

( 1 7) 

Si las funciones de densidad marginales fj existen, la densidad conjunta 
está dada por 

J {1 + f(x 1 , ... ,xJ) = n f. (x . ) 
j:;l J J 

M 
r-1 - 2F i ( x i 8 [1 + í_ a ) 

m"'l 
m i ,JGB ·-.. m ,,J 

Los ~ deben satisfacer zM ecuaciones 

e a > o 
m m 

-2fj(xjD} 
(18) 

(19) 

lnd~pendientemente de los valores de Jos <:'m• F cumple con todas las condi­
ciones de una FDA, excepto que puede asignar valores negativos a algunos 

1 --
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rectángulos en RJ si es que ( 19) no se cumple. Similarmente, f integra 
a 1 siempre, pero puede ser negativa si los am no se restring~n. 

Es inr¿resante notar que si se considera s51o algunos de los Bm, la FDA 
y la densidad de los ¿j correspondientes pertenecen a las familias (17) 
,. (18)_, respectivamente. 

Por (5>, el MUA correspondiente a la FDA generada (17) es 

+ f ( t) 1T F . (V .. V . + t) x 
v ; ,e , v , 

X 

;;v 

) a 
{m:viB } m 

m 

X e- Fj(V\1- vj + tD + fv(t) tic Ff(V\1. vf + t) X 

1;v 

X l C)y¡ 
{m•v&8 } , m 

í. G 
j&B L 
• .J m Jrv 

( 20) 
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Las probabilidades en (20) suman 1, cualquiera sean los valores de los C-tm, 
pero la restricci6n (19) Jebe satisfacerse para que todas las probabilida­
des sean nonegativas. 

Nuevamente, si B .e C es la unwn de s6l-o algunos de los Bn1 , % ( i), i E B, 
pertenece a la misma clase de modelos (20). Esta característica es rele­
vante cuando se. quiere especializar un modelo a situaciones con conjuntos 
de selecci6n formados por s6lo algunos grupos de alternativas. 

3. Desarrollo del Hodelo de Valor Extremo Global (MVEGl) 

Restringiendo Fj y fj, j =- l, ... , J, en (17) y (18) a la FOA y densidad 
de VE (9) y (ll), respectivamente~ se obtiene la familia de FDA de VEGl, 
Cuando todos los Clm son D, esta distríbuci6n se reduce al producto de FDA 
Je VE. Así, 

J 
n 

j=l 

M 
+ ¿ 

m=l 
"m ;J,

8
m[l- exp(-e-xi)J~- exp(-e-xj)J} 

l<J 

.xj "R, j = l, ... ,J 
(21) 

donde los ... deben satisfacer (19). 

Además, J -x. 
~ exp(e J)exp(-x .) 

j=l J 

M 
+ l. ')¡¡ 

m=l 

x . "R J.= 1 J J • • .•. ' (22) 



-224-

Reemplazando en (20) Fj por la distribución de VE e integrando se obtiene 

el HVEGl 

Pc(v) =[ 1 

V 

2 ¿ 0 m] 
e V 

+ o + ¿ 2 
{m:vtH j i ,j eB m {m:veB } jeB vk m m m m l ,,j jtv e 

keC 

r V V 

I B ' .LB 
1 V. 

e v e v 
\..lm t 

\m:vt ) l , J e vk vJ vk m m le l + L 2 i < j e e + e 
keC keC 

1 V V 

¿ I 
2e v e v - Clm + 

{m:veB } jeB V 2 vk v. ¿ vk m m V e J + j'lv e + e e 
keC keC 

2e 
vv 

V V· vk e v + e J + /. ( 2 3) e 
kEC J 

Las prL'b:1bi.l idades de selección (23) se pueden expresar en términos de las 
probabilidades del MLM (7). Denotando por Qn(i) * las probabilidades del 
~IUI l'll (7) y luego de multiplicar y dividir cada término en (23) por 

L 12 xp (\'k) 
k 

* Sin sub[ndice si B = C • 
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) ... 
1 , j eB m 
i <j 

a · 

~ + l 
m {m:veB } . m 

+ Q{v} [ g{v} 
{ro:~;B } i:jeB m l + Q( i) 'l+Q(j) m m 

hj 

l l r 2Q{v} Q{v} (1 + 
{m:v~B } jeB m Ll+Q(v) l + Q(j) m m 

J;v 

V ... 
1 

eTz;. 1 • V E C .. 

Q(v) -

g{v} J 
l+Q(i)+Q(j) 

_ 2Q{v ¡ J 
1+ Q(v)+ Q(j) 

(24) 

Cuando Om = O, m = l, .•• , M, (23) }' (24) se reducen a (~ (v), o sea al MLM. 

Tal como en el modelo en su forma más general (20), l: Pe (j) = 1, indepen­
jeC 

dientemente de los valores de los om. Sin embargo, la restricción (19) es 
necesaria para que todas las probabilidades sean nonegativas. 

4. El HVEGl para Alternativas Sustitutas por Pares 

Tomando los 8m = li,j}, i, j e C, i < j, como los M • J(J-1)/2 pares de 
elementos de e, se puede introducir dependencia por pares entre Ej, j e C. 
Poniendo ~m= ~ij• i < j* en {21) 

• Sin pérdida de generalidad, ya que por simetría, «ij ~ji· 
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F{x
1
,, .. ,x)"' ~ exp(-e-xj) {1 + 

j =1 

+ Jr < ~ nij~- exp(-e-xi¡]~- exp(-·-·j~ 

xj 6 R, j = 1 •... ,J 
JonJe los coeficientes a deben satisfacer 

J-1 
1 + í 

1 

J . 
L C;C.(l .. >o 

< j J 'J 

e. = + 1 
J -

(25) 

(26) 

(2 7) 

La función generadora de momentos que caracteriza a la FDA (25) sirve pa­
ra calcular la correlación entre cualquier par de los Ej, con el fin de 
lograr uu índice del grado de sustituibilidad entre el par de alternati­
vas respectivo. Esta función se computa fdcilment~ notando que Fj(Ej) 
tiene distribución Uniforme (0,1) y aplicando (12) 

M(sl ..... sJ) = .~ r(l- s.) {1 + Í. Í Cl [1- 2s~~l 
. J-1 J J < . i j 

. 1 J . 

s.<l,J'=l J J ' ... t 
(28) 

Luego, se deduce que 

(29) 

L1s ¡HLlb.lbilidades de MVEGl para sustitutos por pares, especificadas en 
t~rminos J¿ las probabilidades del HL~. se deducen de (24) 
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,.. l 
= _¡l + ~ < ) a .. 1 Q(v) -

- l J 1J...) 

-Í ).) .. 
1 < ) 1J 

; ,j""' 

[ 
· Q(v) + Q(~) . . -~_Q}v) J 
-r+OTIT ,-+orrr -~ J + o ( J J -

Í. [ 2-º_(v) Q.(v) 2Q(v) J 
- Jtv nvJ 1-tQTv/ + 1+ OTIT- 1 + Q(v) + Q(j) 

(30) 

En (~9) se aprecia que, a menos que la restricción (24) sea relajada, el 
valor abso~tto de la correlación eutre cualquier par de perturbaciones no 
puede exceder 0,292. Para que el valor absoluto de esta correlación va­
ríe entre O y 1, el valor absoluto del parámetro~ asociado a ella debe 
variar entre O y ],424. Cabe notar que aGn asumiento (24), en investiga­
ciones empíricas con información S.Lrnulada (Yadlin, 1984 a), el MVEGl ha 
representado adecuadamente sustitui.b,ilidad entre pares dé · alternativas, 
superando ai MLH y al Modelo de Valo·r Extremo Generalizado (MVEG) de 
McFadden (1979). 

5. El HVEGl para Coniuntos de Selección con Tres Alternativas y Dos Sus­
titutos (HVEGl (3,2)) 

Tomando J = 3, M= 2, Bl = {1}, B2 = {2, 3}, Ulj =o, j = 2,3, a23 =a, 
se contemplan dos perturbaciones dependiente,s y una independiente. 

De ( 2 5 ) y ( 2 6) 

F(x
1

, x2 , x3)-

+ Cl [!- exp (-e -x2 ¡J [ 1- expl-e "'3¡]} (31) 

3 
n exp (- xJ. } e.xp ( - e -xj} Í 1 + 

j •1 l 

t a 
. (32) J} 

1 . 1 < . 1 ' ex. , ,03) 

Así, E1 tiene una distribución de VE, (E2, E)) tiene una distribución de 
\'EG1 bivariada y q es independiente de ü2, q). Además, c2 y E) tienen 
,¡ i ~tri buc iones marginales de VE. 
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L:1::> prúb.1biliJaJes de selección, expresadas como funciones de las Jel MLM, 
se deducen de (30) 

\ Q(2)Q(3)(3 - Q(l)) 1 
Pc(l) = Q(l) L 1 +u (1 + Q(2))(1 + Qt3))(2- Q(l)) .\ 

= Q(l){Al} (34) 

Pc(2) = Q(2)) 1 + aQ(3) 2Q(2)- (2- Q(l))(l - Q(2)) J 
l (1 + Q(2))(1 + Q(3))(2 - Q(l)) 

(35) 

= ~ 2Q(3) - (2 - Q(l))(l - Q(3))J 
Pc(3) Q(J) Ll + ~Ql2) (1 + Q(2))(1 + Q(3))(2 - Q(l) 

(36) 

Cuando o= O, el modelo se reduce a un Logit Trinomial (a Q(l), Q(2) y 
l~(3)). 

Como se comentó en la Sección anterior, el valor absoluto de la correla­
ción entre t2 y ~3 no puede exceder 0,292. La posibilidad de relajar la 
restricción (33) sobre n es estudiada a continuación. Como el foco de 
interés es las relaciones de sustituibilidad entre las alternativas 2 y 
3, que pueden ser parametrizadas con valores positivos de a, el análisis 
se r~aliz;¡ para valores positivos de ,'J*. Es decir, se debe determinar 
si , puede tomar un valor ~o con 1 e ~o ~ 3,424, de modo que la funci6n 
de densidad y las probabilidades de selección sean nonegativas. Esto es 
equivalente a exigir que la función de densidad f23 de (cz, c3) y las 
probabilidades binomiales correspondientes sean nonegativas (ver Yadlin, 
1985 a). 

Para determinar los valores factibles de a en términos de la función de 
Jtinsidad, se fija .la e (1, 3,424) y se encuentran valores permisibles de 
(f2, E:J) e R2 , tales que f23 ~ 0, Esto arroja regiones S(CLo) que son 

"' El-;-n,"il isis para valores negativos de u es análogo debido a la forma de 
las funciones pertinentes. 
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sub.:onj untos propios de R· . Por lo tanto, :... no puede exceder l, a menos 
que ::;¿ definan nuevas perturbaciones truncando las perturbaciones origi­
n,lles: 

o sí no 

La FDA de estas nuevas perturbaciones es la FDA de (E2, E3) dividida por 
la probabilidad que (c2, ¿3) E S(Q0 ). Se puede construir un nuevo MUA 
con una correlación mayor, pero éste generalmente no contiene al MU1. 

Para establecer si a se puede a1~entar, respetando la nonegatividad de 
las probabilidades del MVEGl, nótese aue 

si Q < o 

si a. > o 

C1 < o 

A. < 
1 Al Si Cl 

A; > l Si -1 

o < A. 
1 

< 1 si o 

A. = l Si Ct 
1 

Cumo en el caso general, 

También 

3 
f' I'C(i) = l para todo Ci. 

i= l 

) 

< 

< 

= 

Pc(l) ~ O para todo~ ~ O 

o 

Ct 

Q 

o 

= 2, 3 

::: 2, 3 . 

< o .. 2, 3 , 

< 1 ::: 2, 3 

i = 1, 2, 

pero Pc(i), i .. 2, 3,pueden ser negativas si a> l. 

Se puede demostrar que 

Pc(2) ::: Pc0) ~ O para todo a > 1 

si Z 2 :• Z 3 

3 

u sea, si las alternativas 2 y 3 son sustitutas casi perfer.tas. 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

( 4 l) 

(42) 

( 4 3) 

(44) 

(45) 

( 4 6) 
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Ahora , a pa r tir del modelo binomial, cuyo conjunto de alternativas es 
{1, 2} , se prueba que 

Pc(i)~O, i=2,3, paral<a::.z . 

si 2 2 -:f ZJ .· (4 7) 

Por lo tanto, Pc(i), i = 1, 2, 3, constituyen un modelo de demanda dis ­
creta aún cuando 1 <a :S. 2, pero no un MUA, ya que F en (31), de la 
cual el modelo se deduce vía (5), no constituye una FDA si u > l. Así, 
cuando~ toma valores en [1, 2], debe ser interpretado como un paráme­
tro que mide sustituibilidad entre las alternativas 2 y 3, pero no co­
rrelaci6n entre E2 y EJ . Es el grado de sustituibilidad entre las al­
ternativas el que se puede aumentar , pero no el grado de dependencia de 
las perturbaciones en las utilidades, a menos que éstas sean truncadas . 

6. Caracterizaci6n de Sustituibilidad en el MVEGl (3, 2), 1 ú 1 ~ 

La propiedad de lAI (16) no es satisfecha por el MVEGl (3, 2). 

Se.1 B =U, 2}. Entonces, Ps(j) = Qs(j), j = 1, 2, ya que q y E2 son 
independientes, idénticamente distribuidas VE. De las expresiones para 
Pc(i), i = 1, 2, 3, en (34), (35) y (36) y de (40) 

-º1!2_ < Q (1) Al si ::X > o ' Q(2) Q(2) A2 
( 48) 

Pero (48) es equivalente a 

: 

- Pc(l)J/rB(l) < ÍrB(2) - re< 2) J /r 8 e 2) 1 PB (l) si Cl > o ( 4 9) 

O sea , la introducción de la alternativa 3, que es sustituta de 2, pero 
no de 1 , produce una disminuci6n proporcional menor en la probabilidad 
de 1 que en la 'de 2. 

Es interesante notar que si a < O (Ez y E3 tienen correlaci6n nega t iva), 
la agregaci6n de la alternativa 3 lleva a una disminución proporcional 
mayor en la probabilidad de l que en la de 2. La interpretaci6n es que 
valores negativos de a sirven para parametrizar relaciones de complemen­
taridad entre las alternativas. Así, usando (39) 

que es i~ual a (49) con > en lugar de < . 
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U HVEGl (3, 2) es útil para modelar un proceso de decisión en malla con 
jos nodos, correspondientes a B¡ = {1} y a 82 = {2, 3}, en el sentido 
que las probabilidades condicionales de escoger 2 6 3,dado que el segun­
Jo nudo ha sido seleccionado, difieren de las probabilidades no condicio­
nales de elegir 2 ó 3 de B2. Ambas probabilidades coinciden si y sólo si 
el prirn~r nodo se puede descartar porque tiene probabilidad O. El MVEGl 
1· otros modelos (por ejemplo, el HVEG) son distintos en este aspecto. 
En estos últimos modelos las probabilidades condicionales y no condicio­
nales se confunden, ya que en las probabilidades condicionales dado un 
nodo no se toma en cuenta la disponibilidad del resto de los nodos (Yadlin, 
1985 a). 
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