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fesumen

"

Hay un sinnimero de aplicaciones en el campo del transporte que requie :n
estimar modelos econométricos. Ejemplo de estos son los modelos de generac:on
de viajes y los de accidentes de transito.

Las técnicas existentes para estimar estos modelos incluyen: regres’on
simple, regresidén con restricciones, y el estimador mixto (Theil, 19. ).
las dos Ultimas permiten la incorporacién de informacién adicional sc re
un subconjunto de los pardmetros a estimarse: deterministica en el pricer
caso, y estocdstica en el segundo. Sin embargo, esta informacidén adicion:l,
que puede consistir en elasticidades u otras funciones de los pardmetr-s,
tiene que corresponder a la misma unidad de andlisis que la muestra usada
en la estimacién. Por lo tanto, con estas técnicas, no es posible combinar
datos agregados con datos desagregados.

Debido a esta limitacién de los estimadores existentes, muchas fuentes
le datos usualmente disponibles u obtenibles a bajo costo no pueden ser
utilizadas en el proceso de estimar modelos econométricos. Por ejemplo,
en el caso de modelos de generacién de viajes, usualmente tenemos informacidn
disponible sobre el ndmero de vehiculos que entra y sale del &rea de estudio
‘conteos de tréfico). Observe que aunque estos datos proveen informacidn
sobre un conjunto de los pardmetros a estimarse, no pueden ser utiliza.os
con los estimadores existentes, pues corresponden a un nivel mis agreg: (o
que la muestra (mds especificamente, corresponden a observaciones agrega:s
de la variable dependiente).

En este trabajo, demostraremos la inhabilidad de los estimadores exis-
rentes para incorporar el tipo de datos agregados discutido previamente y
desarrollaremos un estimador aplicable a esta situacidn. Este estimador
tiene el potencial de reducir el cost de recopilacién de datos, pues, al
incorporar leos datos agregados, se e:spera una mayor eficiencia del mismo.

¢] estimador desarrollado en este traba : es una generalizacién de los métodos
lesarrollados por Willumsen (1978), i ndrickson y McNeil (1984), y otros,
para estimar matrices de origen-destino : usar conteos de trafico.

. Introduccidn

Un sinnimero de aplicaciones en el campo del transporte requieren la
estimacién de modelos econométricos como lo son los modelos de gensracidn
de viajes y los de accidentes de trédnsito (Fleet, et al, 1968; Morlok. 1978;
v Weber, 1971). Estos modelos usualmente se representan mediante .a ¢ uacidn
v = f(x, 0), en donde y es la variable dependiente del modelo, x el vector
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de variables independientes, 0 el vector de pardmetros a estimarse, y f repre-
senta una funcidn.

~ Basado en la representacién y los ejemplos de modelos econométricos
presentados anteriormente, se puede observar que estos modelos pueden postu-
larse a diferentes niveles de agregacién de la unidad de andlisis; definida
aqui como la unidad de observacién de los variables dependientes e indepen-
dientes usada en la formulacién del modelo. Por ejemplo, en el caso de los
modelos de demanda del transporte, las unidades de andlisis mds aceptadas
hoy en dia son el individuo y 1la familia (Domencich y McFadden, 1975 y
Ben-Akiva y Lerman, 1985). Estos modelos postulados al nivel micro se den-
ominan__modelos desagregados. El1 término modelos agregados se utiliza al
referirse a modelos econométricos cuya unidad de andlisis es un grupo de
individuos como lo son los residentes de una zona de trdfico o censal.

Indistintamente del nivel de agregacién de la unidad de andlisis, las
técnicas existentes para estimar los pardmetros de los mismos (el vector¢
solamente se pueden utilizar cuando todas las observaciones en la muestra
corresponden al mismo nivel de agregacidén utilizado en la formulacién del
modelo. Por ejemplo, para estimar lc¢ pardmetros de un modelo desagregado
al usar la técnica de regresién lineal simple (Theil, 1971 y Judge et al,
1980), necesitamos una muestra con los valores de las variables dependiente
e independientes para cada individuo en la muestra. Denominaremos este tipo
de muestra muestra desagregada.

Un grupo de técnicas de estimacidn conocidas con el nombre de estimadores

combinados (Judge et al, 1980), permiten que ademds de la muestra desagregada,

se 1incorpore en la estimacidén informacidén adicional en 1la forma de
restricciones en un subconjunto de 0. Esta informacién adicional, que puede
incluir elasticidades conocidas o estimadas, y otras funciones de 0, tiene
que corresponder también al nivel desagregado (o en términos mds generales,
al mismo mivel de agregacidén de la unidad de andlisis). El problema de estimar
matrices de origen-destino con datos combinados satisface esta restriccidn,
por lo gque, los métodos existentes se pueden utilizar para este probleme
de estimacién (Refiérase a McNeil, 1983 y Hsu, 1985 para mds detalles sobre

este asumto).

Sin embargo, esta limitacién de los estimadores existentes resulta er
que, miéltiples fuentes de datos cominmente disponible u obtenibles a bajs
costo no pueden utilizarse para el problema mids general de estimar modelo:

econométricos., Por ejemplo, en el caso de modelos de generacién de viajes
hay usualmente disponibles conteos de trédfico del nimero de vehiculos qu
entra y sale del A4rea de estudio (Pignataro, 1973). Conteos del ndmero d

pasajeros que abordan y se apean en una estacién de autobls o metro son
recopilados frecuentemente por las agencias que operan estos medios de
transporte colectivo (Attanucci et al, 1981).

Preste atencién al hecho que tanto los conteos de trdfico como los d
transporte colectivo consisten en observaciones de la variable dependient
del modelo de generacidén de viajes para todos los individuos en la poblacié
que viajan entre las diferentes zonas de trdfico o estaciones del metro
autobus. Por esta razdén, denominaremos estas muestras conteos agregados
También observe que, aunque los conteos agregados se pueden considerar con
restricciones en un subconjunto de 0, éstos no pueden incorporarse en &
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rroceso de estimacidén al utilizar los estimadores combinados disponibles,
ties corresponden a un nivel de agregacidén diferente al de la muestra
‘esagregada. '

El propésito principal de este trabijo es desarrollar estimadores combi-
-1los para modelos econométricos que vpermitan la utilizacién de una muestra
‘:sagregada y conteos agregados en la estimacién de los pardmetros de interés.
"1 incorporacién de los conteos agregados puede aumentar la eficiencia d=z
iroceso de estimacidén y/o prediccidn; por esta razdn, este trabajo ampliar
¢! espacio muestral del problema de muestreo Optimo para la estimacidn
=>delos econométricos. [Este trabajo estd subdividido en cuatro seccione:.
‘» la segunda, repasaremos la literatura de las técnicas de estimacidén para
-»delos econométricos y demostraremos que las técnicas disponibles no se

M s =

;ieden utilizar en el problema de estimacién de interés. A ésta la seguira
!a tercera seccidén, en la que desarrollaremos varios estimadores consistentes
:ira el problema de interés y discutiremos sus propiedades. Finalmente,

¢n la cuarta seccidn, presentaremos un breve resumen de este trabajo y discuti-
remos nuestras principales conclusiones.

Repaso de Literatura

En la literatura de econometria se ha discutido extensamente el principal
:roblema de interés de este trabajo: el tdépico de estimadores combinados.
'+ta discusién, sin embargo, ha estado restringida al modelo de regresién
incal y a muestras de un mismo nivel de agregacidn.

En esta literatura, el desarrollo de estimadores combinados se formula
w0 el problema de incorporar al proceso de estimacién informacién adicional
' la muestra. Usualmente, la informacidén adicional se incorpora en la forma

restricciones a los pardmetros a estimarse. A continuacidén discutiremos
dos estimadores mds importantes de este tipo presentados en la literatura:
~rresién lineal con restricciones y el estimador mixto.

Regresidn iineal con restricciones

Los estimadores combinados desarrollados en la literatura son extensiones
| modelo de regresidén lineal simple. Este modelo se puede representar
:n la siguiente ecuacidn:

y = X b + € (1)

Donde b(gy1) (1éase, el vector b cuyo orden es Kxl) es el vector de

:irimetros a estimarse; y(Nxl), s el vector de observaciones de la variable
ependiente; X(ngg)s €s la matriz de observaciones de las variables ir epen-
entes; Yy £ (Nxl)s el vector de discrepancias o errores. Para mids detalles

~ire las suposiciones de este modelo refiérase a Theil (1971) y Judse et
v01980).

la extensién mis simple del modelo de regresién linecl e puede
'1lizarse para combinar datos en el proceso de estimacién se cc oce como



-200-

regresién lineal con restricciones (RLCR), (Theil, 1971 y Judge et al, 1980).
Este estimador se aplica en la situaciédn cuando r(Mx]), el vector de
informacién adicional a incorporarse en la estimacién, se puede representar
en la forma de restricciones lineales deterministicas en un subconjunto de
b. En este caso, las restricciones se pueden representar con la siguiente
ecuacidn:

Rb =r (2)

En donde R(yyxg) es una matriz deterministica cuyo elemento Rpy es el coefi-
ciente de by en la emésima restriccidén lineal.

Enfatizamos que los estimadores incluidos en 1la literatura requieren
que R sea una matriz deterministica, pues como demostraremos mds adelante,
esta suposicidén no se satisface en el problema de interés en este trabajo.

2.2. Estimador mixto

El estimador RLCR discutido en la secciédn anterior puede generalizarse
para la situacidn en donde las restricciones lineales observadas son estocds-
ticas. En esta situacién, seguimos el desarrollo de Theil y Goldberger (1961)
y representamos las restricciones mediante la siguiente ecuacién:

r =Rb+ Yy (3)
En donde Y(Myx1) es el vector de discrepancias o errores de r.
Con este modelo, las suposiciones del modelo de regresidén lineal simple,

si [vyT] =0’ y s8i € y Y son independientes, podemos expresar el modelo
estadistico de datos combinados mediante la siguiente ecuacién:

= b -+ - (4)

El estimador de Aitken de este modelo se denomina estimador mixto y se puede
expresar mediamte la siguiente ecuacién (Theil, 1971):

b = xTx + (RTw~1r)-1 (xTy + RTw"lr) (5)

Al igual que en el caso del estimador RILCR, para poder aplicar el
estimador mixto, es necesario que la matriz R sea deterministica. Esta es
una limitacidén seria de todos los estimadores combinados discutidos en la
literatura, pues es debido a ésta que los datos a utilizarse tienen que corres-
ponder a un mismo nivel de agregacién. En la préxima seccién probaremos
este punto en el caso del estimador mixto.

2.3. Limitaciones del estimador mixto

En esta seccién probaremos que el estimador mixto no es aplicable a
la situacidén de interés en este trabajo, en donde los datos a combinarse
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er la estimacién corresponden a diferentes niveles de agregacién. Esta
demostracién se logrard mediante un ejemplo de la aplicacién del estimador
mixto al problema general de interés en este trabajo. Para la demostracion
utilizaremos el modelo estadistico presentado a continuacidn:

En donde el subscrito t indica el intérvalo durante el cual las observ ciocres
fueron obtenidas.

Siguimos la notacidén introducida en la seccidn anterior, y representa os
la informacién adicional disponible (las observaciones del conteo agrege 2)
por r¢'; con elementos rpet'; m = 1, 2, ..., M . Utilizamos el subscr to
t' para indicar que este conteo agregado fue obtenido durante un intérv lo
t' sin solape con t (el estimador mixto requiere esta suposicién, para ds
informacién sobre este punto refiérase a Gonzdlez, 1985).

Para demostrar que el estimador mixto no es aplicable en esta situacion,
demostraremos, que en este caso, R no es deterministica. Para desarrollar
una expresidén general para R, observamos que la siguiente ecuacidén relacionaria
las observaciones agregadas y desagregadas de la variable dependiente si
ambas fueran obtenidas durante el mismo intérvalo t'

'mt' = neCy, Ynt'

nzcm (x,Tb +€ p1); ¥m (7)
En donde € representa el conjunto de individuos en la poblacidén pertenecientes
al emésimo grupo y an es la enésima fila de la matriz X.

Si denominamos Ry como la ene51ma columna de R, p(x) como la distribucidn
de las variables independientes en la poblaciénm, vy N como el nimero de indivi-
duos del emésimo grupo en la poblacién, los elementos de R se pueden expresar
de la siguiente forma:

Rp = g%cm Xp = ijhm x p(x) dx (8)
Observe que la expresién en la parte derecha de esta ecuacidén se obtiene

al expresar la sumatoria de todo: ! individuos en cada grupo de las variables
dependientes, como el producto de la media de las variables dependientes

en el grupo, y el nimero dé individuos en ese grupo. En términos generales,
p(x) no se conoce a priori y esto resulta en una matriz R estocdstica. Por
lo tanto, cuando r corresponde a obscervaciones de conteos agregados, no se

satisfacen las suposiciones de! estimador mixto.

Observamos también que de no haber ningin sesgo en la muestra desagregada,
N, se puede obtener directamente de ésta como la razén de ' nimero de observa-
ciones en dicha muestra y la razén de muestreo de cada ¢ upo. En la prdxima
seccidn discutiremos las complicaciones adicionales que re ultan de una muestra
lesagregada sesgada y un procedimiento para estimar Ny en sta situacidn.
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2.4. Efecto en la estimacién del sesgo de la muestra parcial m

Brég y Meyburg (1980) y Ben-Akiva et al (1983), entre otros, demuestran
que es muy poco comin no- encontrar sesgo en una muestra desagregada. Lo
usual en este tipo de muestra es que un nimero significativo de los individuos
en la muestra de disefio no se encuentren en la muestra final, pues puede
haber errores de omisién y, en el caso de cuestionarios disefiados para devol-
verse por correo, muchos individuos no devuelven el cuestionario. Estas
situaciones producen un sesgo en la muestra desagregada que denominaremos
sesgo de la muestra parcial (Cochran, 1977). '

Observe que este sesgo ocasiona que Ny no se pueda obtener directamente
de la muestra desagregada. En este caso, seguimos el desarrollo de Ben-Akiva
et al (1983) y postulamos el siguiente modelo, basado en la distribucién
binomial para describir el proceso de la decisidén de contestar o no a una
entrevista o cuestionario.

N ! "
Plngl = ——m-:{,_~ﬂ, pmNm(l_pm)Nm-nm -~
Np! (Nm°nm) !

En donde np es el ndmero de individuos del emésimo grupo en la muestra y
Pm es la probabilidad de que los individuos de este grupo contesten el cues-
tionario.

Como veremos en el préximo capitulo, este modelo nos permitird estimar
Ng v pm basado en las muestras desagregadas y agregadas y por lo tanto podremos
obtener estimadores consistentes para esta situacidén mds general.

3. Desarrollo de Estimadores Combinados para Muestras Desagregadas y Conteos
Agregados

En este capitulo desarrollaremos los estimadores combinados que permitan
que las diferentes muestras utilizadas correspondan a un nivel de agregacién
diferente.

En la primera seccién, formularemos el problema de estimacién de interés
e incluiremos: una descripcidén breve de las muestras supuestas en el
desarrollo y una presentacién de la notacién que utilizaremos en el capitulo.
En la segunda seccidn discutiremos las relaciones que existen entre las distri-
buciones muestrales de los datos desagregados y las observaciones correspon-
dientes a los conteos agregados. luego utilizarcmos cstas relaciones para
asegurarnos que las suposiciones de Ias distribuciones de las diferentes
muestras sean consistentes.

En la dltima seccidén del capitulo, desarrollaremos 1la distribucién
muestral conjunta y la funcién de maxima verosimilitud para el problema de

estimacién de interés. Esta funcién depende de p(x) y N4, que representan
respectivamente la distribucién de las variables independientes en las pob-
lacidén y el nidmero de individuos en el grupo d. Debido a esto, la funcién

de mixima verosimilitud de nuestro problema es similar a la funcidn no-clédsica
descrita por Cosslett (1978, 198la, 198lb) en el contexto de modelos desagrega-
dos de eleccidn discreta.
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Sk Caracterizacidn de las muestras y notacidn
2 | Caracterizacién de las muestras

La muestra desagregada supuesta en el desarrollo de los estimad:. -es
corresponde al mismo nivel de agregacidn que la unidad de andlisis e inc .ye
observaciones de las variables dependientes e independientes del model a
estimarse.

Observe que en el parrafo anterior hemos descrito con suficiente detalle
la muestra desagregada. Sin embargo, existen un sinndmero de tipos de conteos
agregados que estdn disponibles para el desarrollo de estimadores combinados.
Por ejemplo, para la estimacién de modelos desagregados de generacién de
viajes, estos conteos podrian estar disponibles a nivel del par origen-destino.
Este tipo de conteo es representativo de aquéllos que se obtienen mediante
procesos de agregacidén basados en grupos mutuamente excluyentes y colectiva-
mente exhaustivos de la poblacién de interés. Utilizaremos el término conteo
agregado independiente para referirnos a este tipo de muestra, pues en este
caso, las observaciones de 1los grupos diferentes son probabilisticamente
independientes.

Para desarrollar una notacién adecuada para este tipo de conteo, vemos
que las observaciones de cada grupo de la muestra pueden incluirse en una
celda de una tabla de clasificacidén (Bishop et al, 1975). Por ejemplo, si
subdividimos la poblacién de un 4rea urbana en I grupos de ingreso y J grupos
de formacidén educativa, podemos dividir la poblacién en los I x J grupos
mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos definidos por cada combina-
cién especifica de ingreso y formacién educativa.

En la literatura de andlisis de variables discretas (Bishop et al, 1975),
en el cual se discuten las tablas de clasificacién, se ha desarrollado una
notacién para representar este tipo de situacién. Por esta razén, utilizaremos
esa notacidén ampliamente conocida para representar los observamos de los
conteos agregados independientes.

Hay un sinnimero de conteos agregados en los cuales las observaciones
de los diferentes grupos no son probabilisticamente independientes. Por
ejemplo, en el caso de los modelos de generacién de viajes, los conteos en
el cordén y los de transporte colective mencionados anteriormente no satisfacen
la suposicién de independencia proh.bilitica. Observe, sin embargo, que
este tipo de muestra se puede repres:niar mediante los totales de las filas
y columnas de una tabla de clasifica i6n, pues estdn constituidas por todos
los viajes que entran (salen) de una estacién de conteo, irrespectivamente
de cual sea su destino (origen). Observe también que estos d:tos no son
independientes, pues cada par de los totales de filas y column:s tiene e
comin las observaciones de una celda. Por esta razdén, denominam s este Cif
de meestra camteo agregado dependiente.

Aunque el tipo de dependencia entre los datos agregados escutida en
el pirrafo anterior es sdélo un caso especial, en este trabajo os cestirin-
giremos al mismo. Hacemos la observacién, sin embargo, que las ler vac anés
presentadas en este capitulo se pueden efectuar también en si: ac: ne: més
generales de correlacién entre los grupos. Esta restriccidén ern las de: va
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ciones se utiliza para simplificar la derivacién de los estimadores a preses
tarse y no por ser una limitacién del método de estimacién.

En la préxima seccién presentaremos la notacién que utilizaremos
el resto del capitulo.

3.1.2. Notacitn

i - subscrito utilizado para identificar la variable de las filas
una tabla de clasificacién de IxJ. i e(l,2,...,1).

j - similar a i pero para la variable de las columnas.
* #8012 wongd)

Nij' nimero de individuos en la poblacidén que pertenecen al grupo identif
cado por la fila i y la columna j de la tabla de clasificacién.

n - subscrito utilizado para identificar los individuos en la poblacién.
n E(CllU..UCijU...UCIJ); cij E(l,2,...,Nij), i,

Yjjn~ variable aleatoria que representa la variable independiente d
enésimo individuo. Los subscritos i,j nos indican el grupo al cu
este individuo pertenece.

X{jn~ vector de atributos o variables independientes para el enésimo ind
viduo.

Fijn- inverso de la proporcidén con la cual se muestred al grupo del enési
individuo. En el caso de muestra aleatoria es constante e igual a F.

P[Yijnlxijnv 0] - probabilidad condicionada de Yj;,. Representa el mode
probabilitico supuesto en el desarrollo del estimador.

rig+" variable aleatoria que se utiliza para representar los conteos agregad
independientes. El tercer subscrito (+), indica que este conteo
q I d
basa en los totales sobre todos los individuos en la poblacidn.

Tj++ Y T+j+~ variables aleatoreas wutilizados para representar los conte
agregados dependientes

En la préxima seccién discutiremos las relaciones que existen ent
las distribuciones de la muestra desagregada y las de los conteos agregados.

; - 2 ; ;
: 3.2. Distribuciones derivadas de los conteos agregados

Un aspecto esencigl en el desarrollo de estimadores combinados es ¢
los pardmetros y las distribuciones de las diferentes muestras estdn relac:
; nades. Esto implica que los pardmetros de la poblacién y las distribucio
| supuestas para las diferentes muestras deben basarse en las relaciones existi
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tes entre las mismas. En esta seccién desarrollaremos los pardmetros y dist: .-
buciones. de las muestras agregadas a partir de las suposiciones utilizacas
para la muestra desagregada. '

Para simplificar estas derivaciones supondremos que tanto las obserwa-
ciones agregadas como los desagregadas corresponden a un mismo intérv Lo
t. Sin embargo, nuestro desarrollo puede extenderse ficilmente al caso e
observaciones hechas durante intérvalos diferentes.

Observe que las siguientes relaciones existen entre las variables aleato-
rias de interés en este trabajo. :

i

ri-{—i— = V_] rij+; i v : (10)
B = 5i,rij+; ¥j -
rij+ = Ezcinijn;-¥i,j (12)

Estas relaciones implican que una vez hayamos supuesto la distribucién probabi-
listica de la variable Yijn, las distribuciones de rjj4, Y4y, Y T4j+ S€
pueden obtener mediante la convolucién de las distribuciones desagregadas.
Al hacer esto obtenemos la siguiente distribucién derivada de rjj+ para toda

g )8

Q [rij.,.lp(xij).e > Nij] =

Ny
3 4
7 r. (P[¥i51 = rij+ = T Yijn|
n=2 Vy. . Vn'=1
AR | | (13)
lel:G} 1 P[Yljnlxljn’e])
n=2

En donde hemas ,supuesto que 1a-distribﬁ¢ién de cada inviduo es la misma y
estd dada por P y que las distribuciomes de los diferentes indiv1duos son

independientes.

En. esta ecuacidén .utilizamos p(xij) para representar la distribucién
de xj; en la poblacién. Observe que la funcidén de Probabilidad de rig+,
representada por Q, depende de xjjp para todos los individuos en la pob;éci T
Por esta razdn es que Q depende de la distribucién de estas variables. Cuserve
también que al sumar sobre Yjjp suponemos que esta variable es dis.reta.
En el caso de que Y;i, sea continua, la sumatoria debe reemplazarse vor el
integral sobre la regidn en donde esta variable esté definida.

Observamos que en el caso general de cualquier ‘distribucién P no es
posible obtener una expresién analitica.de la distribucién Q. Sin e argo,
cuando la distribucién P es regenerativa (Benjamin y Cornell, 1970) dlgha
forma si se puede obtener, pues Q y P corresponden a la misma distri:acige.
En lo subsiguiente, nos limitaremos a dos casos especiales de la distr  sucion
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P: la Poisson y la Normal. Estos casos son de particular relevancia para
nuestro estudio, pues son los utilizados mds frecuentemente en las aplicaciones
de Transporte. Representamos estas dos distribuciones mediante las siguientes
ecuaciones respectivamente:

P[Yjjn|%ijn, 6] = Poisson [£(xjjn, 6)], ¥i,]j,n (14)
PIYjjn|%ijns 6] = N[£(xijn, 0), 02], ¥i,j,n (15)

En donde f(xijn’ 8), una funcidén, representa la media de las distribuciones
yo 2 la varianza de la distribucién normal.

Cuando suponemos que la distribucién P es Poisson, fij+ también serd
Poisson con pardmetro dado por la siguiente ecuacidén para toda i, j.

Elryj+|p(xy5),6, Nyjl = I f(xg45.68) (16)
nECij

= Nij i f(xij, 0 )p(xij)dxij
Xij

En donde Xjj es la regién en la cual X;j estd definida.

Este resultado indica que la media de rij+ se puede representar com
la suma de las medias de todos los individuos en la poblacidén pertenecientes
al grupo (i,j). Fijese que la representacién alterna de esta media se obtiens
como el producto de la media de f y el nimero de individuos en el grupo.
Esta segunda representacidén serd la que utilizaremos en lo restante de este
trabajo, pues serd mucho mids conveniente en nuestro desarrollo.

Bajo la suposicién Normal, la media de rjj+ también se puede representai
mediante la ecuacién (15). En este caso, la varianza de rjj+ se obtien
mediante la siguiente ecuacidn:

Var [rij+ Gy By Nij] =02Nij C17)

Las ecuaciones (10), (11), y (l2) se pueden utilizar para desarrolla
la distribucién derivada conjunta de los conteos agregados dependientes
En este caso, bajo la suposicién Normal obtenemos la distribucidén Norma
multivariable. La distribucién resultante bajo la suposicién Poisson e
la Poisson multivariable (Krishnamoorthy, 1951; Cambell, 1934; y Teicher
1954) para la cual no existe una expresidén analitica. Sin embargo, est
distribucidn puede aproximarse mediante la Normal multivariable, por est
razén, utilizaremos esta dltima distribucidn para los dos casos de interés
Esta suposicién la representaremos mediante la siguiente ecuacién.

Plr|p(x), 0, N] = MUN(£(p(x), 0, N)); I] (18)
En donde:
N es la matriz de Njj ¥i<I, ¥j <€ J-1.

r es el vector de observaciones del conteo agregado dependiente de orde
(I+J-1)
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f(p(x), 6 ,N) es el vector de medias de orden (I+J-1)

L es la matriz de varianza covarianza de orden (I+J-1)x(I+J-1).

Observe que hemos excluido el dltimo elemento de todas estas matrices
y vectores por ser linealmente dependiente de los demds elementos.

Encontramos conveniente para nuestra presentacidén representar estas
matrices mediante el uso de submatrices. Al usar esta nueva notacidn represen-

taremos_el vector rl = [r;T, ryT] en donde los subvectores se representan
como riT = [ri44sevns i) ¥ 12T = [rpidyeeesrp(I-1)+]-

De manera aniloga, representaremos el vector de las medias como f£I(p(x),
8,M) = [£,T(p(x), 6, N) £,T(p(x),6, N)]. En cuyo caso representaremos los
elementos de cada subvector con la omisién de los argumentos de la funcidn
vectorial f como:

€'y = INij JE15p(x15)dxgg,...,INpy SErgp(xrg)dxy] (19)
R X1 § Vj X1j
sz = [ ZWi1 ffilp(xil)dxil', on i bl TR S £13-1pxq7-1)d%53-1] (20)

Vi Xi1 . Xi3-1

Finalmente, representaremos la matriz de varianza covarianza como

11 L12
T = (21)

Zy1 Lo

Con elementos de las submatrices le(IxI), Eiz(li-l), ZZl(J-lxI)’ y

£92(]-1xJ-1) expresados por:

0, %i=3j<1I

2)
1114 (2
b
Var{rjqs] = L E 0%4pp, Vi=3< I
k<J Vn
0,%i=3j <J-1
222'- = (23)
ij ‘
Var[r+j+]'= Y 3 Ozijn’ ¥ i=j <J-1
k<l ¥n

121 = L21ji = Varlrije] = o2y, i<, joJ-1 (24)
Vn
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En estas ecuaciones hemos expresado las varianzas individuales como
OZijn para asi poder permitir tanto la suposicién Poisson como la Normal.
Para el segundo caso, Uzijn =g2v i, j, n; por lo tanto, la sumatoria sobre
todo n resulta en Nj:o“. En el primer caso, las varianzas individuales son
igual a f(xiip,0) y la sumatoria sobre n puede expresarse como la parte dereche
de la ecuaciodn (16). :

En esta seccién hemos desarrollado las distribuciones derivadas de los
diferentes tipos de muestras que utilizard nuestro estimador. En la préxima
seccién utilizaremos esta informacién para derivar las funciones de mdxima
verosimildad de estas muestras.

3.3. Desarrollo de los estimadores para muestras aleatorias

En la seccidn anterior observamos que las distribuciones de las muestras
de interés en este trabajo dependen de p(x) y N. Manski y McFadden (1981),
Cosslett (1978, 198la, 1981b), y Hsieh et al (1983), en el contexto de estima-
dores de modelos de eleccidén discreta basados en muestras no aleatorias,
encuentran que sus distribuciones muestrales también dependen de p(x). Estos
autores indican que esta dependencia en p(x) ocasiona complicaciones significa-
tivas en el desarrollo de los estimadores. Por esta razdn, en nuestro desarro-
llo del estimador de interés, seguiremos la estructura utilizada por Manski
y McFadden (1981), y presentaremos estimadores para las siguientes situacione:
definidas por el conocimiento o desconocimientos de p(x) y N.

1. p(x) conocida a priori

a- N conocida a priori
b- N desconocida a priori

2. p(x) desconocida a priori
a- N desconocida a priori
b- N desconocida a priori

Observamos que las situaciones en donde p(x) y/o N se conocen a prior:
puden ocurrir en situaciones précticas cuando tenemos disponible informacid
sobre las variables independientes de los grupos de interés proveniente
de un censo o una muestra grande.

De conocer p(x), nuestro desarrollo del estimador se basarid en el métod
de médxima verosimilitud, pues, en este caso, al igual que los estimadore
discutidos por Manski y McFadden (1981), Cosslett (1978, 198la, 1981b)
Hsieh et al (1983), este método mantiene todas sus propiedades asintéticas.

En el caso que p(x) se desconozca, nuestra funcién de midxima verosimilitu
es del tipo no-cldsico discutido por Cosslett (198la). Por estid razém, e
estimador de mixima velosimilitud no poseerd sus propiedades asintdticas
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En este caso, sin embargo, utilizaremos el procedimiento presentados por
Cosslett (198la) para desarrollar un estimador consistente.

Nuestro desarrollo en este trabajo se limitard a la situacién de muestras
aleatoreas. Sin embargo, en otro trabajo mds general (Gonzdlez, 1985) hemos
desarrollado estimadores para muestras no aleatorias.

Hemos estructurado muestra discusién en esta seccidén como sigue. Primero
discutiremos la notacidén que utilizaremos al representar las diferentes mues-

tras. Luego desarrollaremos los estimadores clédsicos y finalmente los no-clé-
sicos.

3.3.1. Notacién para representar las muestras

Para el desarrollo de los estimadores combinados en este trabajo supondre-
mos tres tipos de muestras diferentes. La primera muestra serd la muestra
desagregada, la cual supondremos que incluird sesgos de muestra parcial.
Por esta razén, denominaremos pj; = ajbj; ¥3, 4, como el modelo multiplicativo
que representa la probabilidad de que un individuo del grupo i,j no conteste
el cuestionario. Aunque en este trabajo nos restringiremos a esta parametriza-
cién de la probabilidad, nuestra técnica también aplicard a modelos més
generales.

Utilizaremos el sobrescrito (1) para denominar las observaciones prove-
nientes de esta muestra que incluirdn:

Nij(l) -~ el ndmero de individuos del grupo i,j en la muestra

Yijn(l)- variable dependiente del enésimo individuo en la muestra

xij(l) - vector de variables independientes del enésimo individuo.

La segunda muestra consistird del conteo agregado independiente. Denomi-
naremos las observaciones de este conteo con el sobrescrito (2). La tercer
muestra, consistird del conteo agregado dependiente y sus observaciones se
indicardn con el sobrescrito (3).

Utilizaremos 1la siguiente notacién para representar las observaciones
de estes conteos:

1 - subscrito que distingue los diferentes conteos agregados indepen-
dientes disponibles, 1€1,2,...,L .

m - similar a 1, pero los conteos agregados dependientes m €1,2,...,M

(2)- observacién del elésimo conteo agregado dependiente correspondiente

=
al grupo i,].

ri++m(3)-observaci6n de los totales de la fila i; i, del emésimo corteo
agregado dependiente.

rij+m(3)-similar al anterior para los totales de la columna j.; § 2 =15
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Para representar las observaciones de todas 1las filas y columnas en
forma mds compacta, extenderemos la notacién vectorial introducida anterior-
mente, por lo que incluiremos todas las observaciones del emésimo conteo
en el Vedter ry

Hacemos la observacién que hemos excluido las observaciones rij4n, en
nuestra notacién. Esto es necesario pues, como la suma de las filas y las
columnas son iguales, una de las observaciones de estos conteos depende lineal-
mente de las otras y por lo tanto no provee informacién adicional.

En las préximas secciones utilizaremos esta notacién para desarrollar
los estimadores de interés de este trabajo.

3.3.2. Estimadores para muestras aleatorias cuando p(x) se conoce

Como indicamos en la introduccién a este capitulo, cuando p(x) se conoce
a_ priori, el estimador de maxima verosimilitud de nuestro problema tiene
todas las propiedades cldsicas. Por lo tanto, una vez obtengamos las distribu-
ciones muestrales, el desarrollo de este estimador es trivial.

Cuando N es conocida a priori, el logaritmo natural de la funcién de
verosimilitud se puede expresar mediante la siguiente ecuacidn general:

In L(O) = Zln P[Yjjn |%ijn, 0]
v

ijn
! (25)
+ I 1n P[rij+1 ’p(xij), - Nij]
Vijl
+ ¥ 1ln Plry|p(x), 8 , N]
Vm

Observamos que esta funcidn consiste de tres términos principales:
el prime:r. :3 el logaritmo de la funcién de verosimilitud de la muestra desa-
gregada y el segundo y tercero las de los conteos agregados independientes
y dependientes respectivamente. Podemos obtener la funcién combinada mediante
la suma de estes tres términos porque las muestras son independientes. ‘

Observamos ademds, que en las funciones de verosimilitud, el {ndice
n indica una sumatoria sobre observaciones en la muestra, y no las de la
poblacién como lo era en las ccuacioncs anteriores.

En el caso en que N es desconocida, podemos obtener también un estimador
de maxima verosimilitud clésico. En este caso, para poder estimar N, el
logaritmo de la funcidén de verosimilitud incluye la versomilitud de Nij(l)
en la muestra desagregada (refiérase a Hsieh et al, 1983 para mds detalles).
Esta funcidén se expresa mediante la siguiente ecuacion:

In L(6,N,a,b) = I ln P[Y;jn|%jjn, 6]

+ijn
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+ I laPlrjje1 plxij), » Nyjl
¥iin (26)

+ b In P(r, p(x), 6,N]
Vm

G X 1n P[Nij(l)' Nij,F,ai,bj]
Vij

En donde a es el vector con elementos aj,¥i <I; b aquel con elementos bj,
j <J, y F el inverso de la razén de muestreo.

En la préxima seccidn desarrollaremos estimadores para el caso mids general
en donde p(x) no se conoce a priori.

3.3.3. Estimador con p(x) desconocida

Cuando p(x) es desconocida, la funcién de verosimilitud es del tipo
no-clédsico discutido en Cosslett (198la). Por esta razén, para el desarrollo
de estos estimadores, seguimos el procedimiento desarrollado por Cosslett
(1978, 198la, 1981b) para derivar estimadores no-cldsicos. Para hacer esto,
comenzamos con la funcidén de versomilitud de las muestras combinadas presentada
a continuacién. (Observe que desarrollamos en funcién para N desconocida,
el caso de N conocida se puede obtener excluyendo la verosimilitud de Nij(l s

1n L(H,N,a,b,w) L In P[Yijnlxijn’ 0]

Vijn
=+ ¥ 1n Wijn
Vijn
+ L 1n P[rij+1 |w, S ’Nij] -
Viql
+ L 1ln Plry|w, 6,N]
Vm
+ L 1n P[Nij(l)‘Nij’ F,ai,bj]
Vij
en donde:
Ni'(l)
J
L wign = 1 i, (28)
n=1
y

Wijn>0, %1, 4,n b
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En donde hemos representado las funciones de densidad desconocidas, p(xjj),
mediante un peso wijn por cada individuo en la muestra. El vector w incluird
todos estos pesos. También observe que incluimos las restricciones (28)
y (29) para que estos pesos representen una funcién de densidad adecuada.

Observamos que esta funcién incluye los pardmetros w, cuyo ndmero aumenta
con el nimero de observaciones. Esta es la razén principal por la cual las
propiedades cldsicas de los estimadores de mdxima verosimilitud no aplican
a este caso. Para resolver esta situacidén, que obviamente no puede resultar
en estimadores consistentes, Cosslett (198la) desarrolla la funcién de verosi-
militud concentrada. Esta funcidén se obtiene mediante la solucidén del problema
de optimizacién representado por (27), (28) y (29) suponiendo N, a, b, 8§
constantes.

Hasta este momento no hemos podido resolver este problema de optimizacién
para el caso general, en el cual incluimos como muestras la desagregada y
ambos tipos de conteo agregado. Sin embargo, en Gonzdlez (1985), demostramos
que para los casos en que utilizamos la muestra desagregada con cualquiera
de los conteos agregados, la solucidn a este problema se puede expresar como:

Wisn = 1835005 vy 5,0 (30)
El logaritmo de la funcidén de verosimilitud concentrada se obtiene sustituyendo
la ecuacién (30) en 1la (27). Observe que luego de esto, el nimero de pari-
metros a estimarse no aumenta con el tamafio de la muestra.

Con esta expresién general de la funcidén concentrada de verosimilitud
podemos obtener un estimador consistente; el cual denominamos estimador combi-
nado con models de sesgo (ECMS). Para lograr esto, primero sustituimos en
la ecuacidén (2%} las distribuciones muestrales discutidas en la seccién 3.1
y 3.2, y luego maximizamos la funcidén en el espacio de los pardmetros de
interés.

Los detalles técnicos de estas derivaciones para los modelos Normal
y Poisson y una discusidén y demostracién de las propiedades de este estimador
se presentan en Gonzdlez (1985).

Hasta este momento, hemos presentado un desarrollo tedrico que nos permite
incorporar conteocs agregados en la estimacidén de modelos econométricos.
La pregunta relevante c¢s ahora: ;Qué ganamos al incorporar los conteos agrega-
dos en la estimacidén? En la prdéxima seccidén contestaremos esta pregunta
mediante la discusidn de algunas propiedades del estimador ECMS y del estimador
desagregado basado en los resultados de un estudio de simulacién.

344 . Propiedades de los estimadores

Al implementar la simulacién, nos percatamos que la eficiencia de los
estimadores de t) de la muestra desagregada y el ECMS para muestras aleatorias
eran iguales numericamente. En Gonzdlez (1985) demostramos esta propiedad

analiticamente.
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Esta propiedad implica que, en este caso, al incorporar los conteos
agregados en el proceso de estimar modelos econométricos, no aumentamos la
eficiencia del estimador de 06 . Observe que esto resulta, pues al incorporar
el conteo agregado al proceso de estimacidn, también aumentamos el nudmero
de pardmetros a estimar (N, a, b) y nuestro estimador utiliza toda la informa-
cién adicional al estimar estos pardmetros. En el caso de estimadores para
muestras no aleatorias, existe el potencial de aumentar la eficiencia de
con el estimador combinado (refiérase a Gonzdlez, 1985).

El resultado presentado en el parrafo anterior no implica que el estimador
desarrollado en este trabajo no es util. Observamos que nuestro estimador
nos permite estimar los pardmetros a, b, y N bajo la situacién en donde haya
sesgo de muestra parcial. El1 estimador desagregado, sin embargo, solamente
nos permite estimar N dado a y b. El estimar a, b, y N eficientemente es
de suma importancia en el caso de modelos desagregados pues estos pardmetros
son necesarios para expandir o agregar la muestra a la poblacién (refiérase
a Koppelman, 1976). Ademds, en el caso de prediccién incremental (''pivot--
point") (refiérase a Manheim, 1979 y Ben-Akiva y Lerman, 1985), estos paréa-
metros entran directamente en la funcidn de prediccidn.

En Gonzdlez (1985) presentamos los resultados de un estudio de simulacidn
disefiado para comparar la eficiencia relativa del estimador desagregado y
el ECMS al estimar N. (Observe que no podemos incluir a, b en nuestra compara-
cién pues el estimador desagregado no puede estimar estos pardmetros simulta~
neamente con N). Los resultados de este estudio de simulacién indican que
la eficiencia del ECMS relativa al estimador desagregado varia entre 0.86
y 3.13. El resultado positivo del 3.13 ocurre cuando la p = 0.50 y para
muestras de tamafio mediano. Este resultado implica que la incorporacién
de los conteos agregados puede tener resultados sumamente positivos en la
estimacidén de modelos econométricos.

En el préximo capitulo presentaremos un breve resumen de este trabajo.

4, Resumen

En este trabajo hemos demostrado ~:e los estimadores combinados disponi-
bles en la literatura no pueden utilizzrse con muestras de diferentes niveles
de agregacién. Como resultado de éctc, un sinnimero de conteos agregados
usualmente disponibles u obtenibles - %ajo costo no pueden utilizarse al
eulimar modelos cconométricos. Rata situacidén motivd la investigacién prescn-

tada en este trabajo, en la cual desarrollaremos estimadores combinados omn
modelo de sesgo (ECMS) que pueden utilizarse con muestras desagregada y
conteos agregados.

La dificultad principal que encontramos en el desarrollo de es os :stima-

dores es la presencia de p(x), la funcién de densidad de las variab . .s idepen-
dientes, en la funcién de estimacién. Debido a esto, seguiremos e de airrcllo
de Manski y McFadden (1981), y desarrollamos estimadores de méxima -er s;im:li-
tud de muestras aleatorias para la situacidén en dénde p(x) se como:: _a nricri;
usualmente basada en un censo de la porblacién. En el caso en e (x/ Se€
desconoce, seguimos el desarrollo de Cosslett (198la) y derivamos = et imé OT

consistente para muestras aleatorias.
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El estimador no-clisico presentado en este trabajo no resulta en una
mayor eficiencia en la estimacidén del vector ; sin embargo, este estimador
nos permite estimar a, b, y N; los pardmetros del modelo de sesgo de muestra
parcial, mis eficientemente. Esto Gltimo tiene el potencial de mejorar las
predicciones de los modelos desagregados, pues estos pardmetros estdn incluidos
en la funcién de prediccién.
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