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r.L USO DE DATOS AGP..EGADOS E INDIVIDUALES PAP.A ESTIMAR :'lODELOS ECONOMETRICOS 
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Departamento de Ingeniería Civ{\t_,.i _· __ .- _ 
Universidad de Puerto Rico . 

Hay un sinnúmero de aplicaciones en el campo del transporte que requie . ~n 
estimar modelos econométricos. Ejemplo de estos son los modelos de generac l ,)n . 
de viajes y los de accidentes de tránsito. 

Las técnicas existentes para estimar es tos modelos incluyen: regre s " ón 
simple, regresión con restricciones, y el estimador mixto (Theil, 19 -:- ) . 
las dos Últimas permiten la incorporac~on de información adicional s c ..:~ e 
un subconjunto de los parámetros a estimarse: determinística en el pr ;_,·;e r 
caso, y estocástica en el segundo. Sin embargo, esta información adicion ,ü , 
que puede consistir en elasticidades u otras funciones de los parámetro s, 
tiene que corresponder a la misma unidad de análisis que la muestra us a da 
en la estimación. Por lo tanto, con estas técnicas 1 no es posible combin ar 
datos agregados con datos desagregados. 

Debido a esta limitación de los estimadores existentes, muchas fuen t es 
:!e datos usualmente disponibles u obtenibles a bajo costo no pueden ser 
•1tili.zadas en el proceso de estimar modelos econométricos. Por ejemp l o, 
en el caso de modelos de generación de viajes, usualmente tenemos informac i ón 
disponible sobre el número de vehículos que entra y sale del área de estudio 
(conteos de tráfico). Observe que aunque estos datos proveen informac i ón 
;<~bre un conjunto de los parámetros a estimarse, no pueden ser utilizac. o s 
con los est imadores existentes, pues corresponden a un nivel más agreg ,. lo 
q•Je la muestra (más específicamente 1 corresponden a observaciones agrega c. .: s 

de la variable dependiente). 

En es t e trabajo, demostraremos la inhabi lioa d de los. estimadores exis­
éentes para incorporar el tipo de da lo s agreg ados dis cu tido previamente y 
¿esarrollaremos un estimador aplic able a esta s ituación. Este estimador 
tiene el po tencial de reducir el cos t · de r ec opilación de datos, pues, al 
incorporar los datos agregados 1 se e t' ;1e ra una mayor eficiencia del mismo. 
':! estimador desarrollado en este trab a ' .:: es una generalización de los métodos 
!,·s:Jrrollados por Wi llumsen ( 1978) 1 ndri ckson y McNeil (1984), y otros 1 

piirél estimar matrices de origen-destino L usar conteos de tráfico. 

¡ , lntrotlucción 

Un sinnúmero de aplicaciones en el campo del transporte requieren la 
estimac1on de modelos econométricos como lo son los modelos de gene rac~on 

•l e viajes y los de accidentes de tránsito (Fleet, ~ ~. 1968; Ho r lok. 1978; 
'.~eber, 1971). Estos modelos usualmente se representan mediante :. a e•. uac~on 

·, = f(x, U ) 1 en donde y es la variable dependiente del modelo, x e l vector 
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de variables ind-e-p-endi~ntes~ e el vector de parámetros a · estimarse, y f repre- . 
senta una función. 

Basado en la representación y los ejemplos de modelos econométricos 
pr'esentados anteriormente, se puede observar que es tos modelos pueden pos tu­
larse a diferentes niveles de agregación de la unidad de análisis; definida 
aquí como la unidad de observación de los variables dependientes e indepen­
dientes usada en la formulación del modelo. Por ejemplo, en el caso de los 
modelos de demanda del transporte, las unidades de análisis más aceptadas 
hoy en día son el individuo y la familia (Domencich y McFadden, 1975 y 
Ben-Akiva y Lerman, 1985). Estos modelos postulados al nivel micro se den­
ominan modelos desagregados. El término modelos agregados se utiliza al 
referirse a modelos econométricos cuya unidad de análisis es un grupo de 
individuos como lo son los residentes de una zona de tráfico o censal. 

Indistintamente del nivel de agregación de la unidad de análisis, las 
técnicas existentes para estimar los parámetros de los mismos (el vector€ 
solamente se pueden utilizar cuando todas las observaciones en la muestra 
corresponden al mismo nivel de agregación utilizado en la formulación del 
modelo. Por ejemplo, para estimar le, parámetros de un modelo desagregado 
al usar la t écnica de regresión lineal simple (Theíl, 1971 y Judge ~ ~. 
1980), necesitamos una muestra con los valores de las variables dependient~ 
e independ ientes para cada individuo en la muestra~ Denominaremos este tipo 
de muestra mues t ra desagregada. 

Un grupo de técnicas de estimación conocidas con el nombre de estimadores 
combinado s (Judge et al, 1980), permiten que además de la muestra desagregada, 
se incorpore en-l.;- estimación información adicional en la forma de 
restricc imnes en un subconjunto de O. Esta información adicional, que puede 
incluir elasticidades conocidas o estimadas, y otras funciones de 8, tiene 
que cor responder también al nivel desagregado (o en términos más generales, 
al mismo mivel de agregación de la unidad de análisis). El problema de estimar 
matrice s clle origen-destino con datos combinados satisface esta restricciÓn 1• 

por lo t;¡!llle, los métodos existentes se pueden utilizar para este problemé 
de estí..m'iReiÓn (Refiérase a McNeil, 1983 y Hsu, 1985 para más detalles sobn 
este as mnito) . 

Si n embargo, esta limitación de los estimadores existentes resulta et 
que, mú ltiples fuentes de datos comúnmente disponible u obtenibles a baj( 
costo no pueden utilizarse para el problema más general de estimar modelo1 
economé tri cos. Por ejemplo, en e 1 caso de modelos de generación de viajes 
hay usua lmente disponibles conteos de tráfico del número de vehículos qw 
entra y sale del área de estudio (Pignataro, 1973). Conteos del número d, 
pasajeros que abordan y se apean en una estación de autobús o metro son 
recopilados frecuentemente por las agencias que operan estos medios de 
transporte colectivo (Attanucci ~ ~. 1981). 

Preste atención al hecho que tanto los conteos de tráfico como los d 
transporte colectivo consisten en observaciones de la variable dependient 
del modelo de generación de viajes para todos los individuos en la població 
que viajan entre las diferentes zonas de tráfico o estaciones del metro 
autobús. Por esta razón, denominaremos estas muestras conteos agregados 
También observe que, aunque los conteos agregados se pueden considerar con 
res trice iones en un subconjunto de () , éstos no pueden incorporarse en E 
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: ~c'c eso de estimación al utilizar los estimadores combinados disponibles, 
:;es corresponden a un nivel de agregación diferente al de la muestra 
·~sagregada. 

El propósito principal de este trdb:\jo es desarrollar estimadores comb i ­
"Jlos para modelos econornétricos que nerrnitan la utilización de una mues r: r a 
:·:sagregada y conteos agregados en la estimación de los parámetros de interés . 

1 incorporac1on de los conteos agregados puede aumentar la eficiencia d e l 
:~~ceso de estimación y/o predicción; por esta razón, este trabajo amplia r á 
-! espacio muestral del problema de muestreo Óptimo para la estimación d e 
·,•de los econornétricos. Este trabajo está subdividido en cuatro seccione s . 
'1 la segunda, repasaremos la literatura de las técnicas de estimación para 
~~delos econornétricos y demostraremos que las técnicas disponibles no s~ 
; :e den u t i l i z a r en e 1 pro b 1 e m a de es t i m a e i ó n de in t e r é s . A é s t a 1 a s e g u i c· á 
!! tercera sección, en la que desarrollaremos varios estimadores consistentes 
:Ha el problema de interés y discutiremos sus propiedades. Finalmente, 
~n la cuarta sección, presentaremos un breve resumen de este trabajo y discuti­
~e:"\os nuestras principales conclusiones. 

Repaso de Literatura 

En la literatura de econometría se ha discutido extensamente el principal 
:: ob lema de interés de este trabajo: el tópico de estimadores combinados. 
· :.ta discusión, sin embargo, ha estado restringida al modelo de regresión 
: :nea 1 y a muestras de un mismo nivel de agregación. 

En esta literatura, el desarrollo de estimadores combinados se formula 
•:co el problema de incorporar al proceso de estimación información adicional 

\ la muestra. Usualmente, la información adicional se incorpora en la forma 
:,· restricciones a los parámetros a estimarse. A continuación discutiremos 

s do s estimadores más importantes de este tipo presentados en la literatura: 
····resión linea l con restricciones y el estimador mixto . 

Regresión l ineal con restricciones 

Los estimador es combinados desarrol l ad o s en la literatura son extensiones 
~·:l 1nodelo de r e gresión lineal simp l e . Este modelo se puede representar 

· ~ la siguiente ec uación: 

y=Xb+C ( ; ) 

Donde b(Kxl) (léase , el vector b cuyo orden es Kxl) es el vector de 
:::.í:netros a estimarse; Y(Nxl)• es el vector de observaciones de la variable 
c:'ciHJie nte; X(NxK) , es la matriz de o bservaciones de las variables i r ·e pen-

.. •.· n l L' s ; y [ ( N x 1 ) , e 1 ve e t o r d e d i s e re pan e i a s o e r ro r e t> • Par a má s de t a ll 0' s 
~ re las suposicione s de este modelo refiérase a Theil 0971) y J u dg e ~ 

1 !91)0) . 
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regres10n lineal con restricciones (RLCR), (Theil, 1971 y Judge et al, 1980). 
Este estimador se aplica en la situación cuando ro.txl)• el vector de 
información adiciona 1 a incorporarse en la estimación, se puede representar 
en la forma de restricciones lineales determinísticas en un subconjunto de 
b. En este caso, las restricciones se pueden representar con la siguiente 
ecuación : 

R b = r (2) 

En donde R(MxK) es una matriz determinística cuyo elemento Rmk es el coefi­
ciente de bk en la em~sima restricción lineal. 

Enfatizamos que los estimadores incluidos 
que R sea una ma triz determinística, pues como 
esta suposición no se satisface en el problema de 

2.2. Estimador mixto 

en la literatura requieren 
demostraremos más adelante, 

interés en este trabajo. 

El estimado r RLCR discutido en la sección anterior puede generalizarse 
para la situación en donde las restricciones lineales observadas son estocás­
ticas. En esta situación, seguimos el desarrollo de Theil y Goldberger (1961) 
y representamos las restricciones mediante la siguiente ecuación: 

r = R b + Y ( 3) 

En donde Y( Mxl} es el vector de discrepancias o errores de r . 

Con es te modelo, las suposiciones del modelo de regresión lineal simple, 
si [YY T¡ = :Ql '2w y si t: y y son independientes , podemos expresar el modelo 
estadístico de datos combinados mediante la siguiente ecuación: 

b ( 4) 

El estimado r l!lle Aitken de este mod e l o s e denomina estimador mixto y se puede 
expresar me d ia~te la siguiente ecuac i ón ( The il , 1971): 

i\1 igual que en el caso d e l esti ma do r RLCR , para poder aplicar el 
estimador 111 ixto, es necesario que la rn.:Jtri z R sea detcrmi nística . Esta es 
una limitació n seria de todos l os estimadores combinados discutidos en la 
literatura, pues es debido a ~sta que los datos a utilizarse tienen que corres­
ponder a un mi s mo nivel de agregacton . En la próxima sección probaremos 
este punto en el caso del estimador mixto . 

2.1 . Limitaciones del estimador mixto 
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er la esti~aci6n corresponden a diferentes niveles de agregación. Esta 
demostración se logrará mediante un ejemplo de la aplicación del est i mado r 
mixto al problema general de interés en este. trabajo. Para la demost r ac ión 
utilizaremos el modelo estadístico presentado a continuación: 

Yt = X b + Et (6) 

En donde el subscrito t indica el intérvalo durante el cual las obser .c ior· es 
fueron obtenidas. 

Siguimos la notación introducida en la secci6n anterior, y repres e nta: as 
la información adicional disponible (las observaciones del conteo ag r e g a o ) 
por rt 1 ; con elementos rmt •; m = 1, 2, ... , M Utilizamos el su bscr t o 
t

1 para indicar que este conteo agregado fue obtenido durante un int é r . lo 
t

1 sin solape con t (el estimador mixto requiere esta suposición, pa r a ás 
información sobre este punto refiérase a González, 1985). 

Para demostrar que el estimador mixto no es aplicable en esta situación, 
demostraremos, que en este caso, R no es determinística. Para desarrollar 
una expresión general para R, observamos que la siguiente ecuación relacionaría 
las observaciones agregadas y desagregadas de la variable dependiente si 
ambas fueran obtenidas durante el mismo intérvalo t 1

: 

= ¿:: 
nE Cm Ynt 1 

= l: ( Xn T b + € n t 1 ) ; Vm 
néCm 

(7) 

En donde Cm representa el conjunto de individuos en la población pertenecientes 
al emésimo grupo y XnT es la enésima fila de la matriz X. 

Si denominamos Rm como la enésima columna de R, p(x) como la distribución 
de las variables independientes e~ la población, y Nm como el n~mero de indivi­
duos del emésimo grupo en la población, los elementos de R se pueden expresar 
de la siguiente forma: 

= Nm fe x p(x) dx 
m 

(8) 

Observe que la expresión en la parte derecha de esta ecuación se obtiene 
al expresar la sumatoria de to do· ' ns ind ividuos en cada gru po de las variables 
dependientes, como el producto de la media de las variables dependientes 
en el grupo, y el n~mero de individuos en ese grupo. En términos generales, 
r(x) no se conoce a priori y e s to resulta en una matriz R estocástica. Por 
¡,, t~nto, Ctlltndo r correspond e o obHe r-v;tc 1 oncH tic conteos agregados, no se 
satisfacen las suposiciones de l e stimador mixto. 

Observamos también que de no haber ning~n sesgo en la muestra desagregada, 
\n se puede obtener directamente de ésta como la razón d e 1. n~mero de observa­
ciones en dicha muestra y la razón de muestreo de cada g u po. En la próxima 
secci6n discutiremos las complicaciones adicionales que r e ~ lt an de una muestra 
d ~sagrcgada sesgada y un procedimiento para estimar Nm en s ta situación. 
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2 . 4 . Efecto en la estimación del sesgo de la muestra parcial m 

Brog y Meyburg (1980) y Ben-Akiva et al (1983), entre otros, demuestran 
que es muy poco común no . encontrar sesgo-en una muestra desagregada. Lo 
usual en este tipo de muestra es que un número significativo de los individuos 
en la muestra de diseño no se encuentren en la muestra final, pues puede 
haber errores de omisión y, en el caso de cuestionarios diseñados para devol­
verse por correo, muchos individuos no devuelven él cuestionario. Estas 
situac iones producen un sesgo en la muestra desagregada que denominaremos 
sesgo de la muestra parcial (Cochran, 1977). 

Observe que este sesgo 
de la muestra desagregada. 
et al (1983) y pos t ulamos 
binomial para describir el 
entrevista o cuestionario. 

ocasiona que Nm no se pueda obtener directamente 
En este caso, seguimos el desarrollo de Ben-Akiva 
el siguiente modelo, basado en la distribución 
proceso de la decís ión de contestar o no a una 

(9) 

En donde nm es el número de individuos del emésimo grupo en la muestra y 
Pm es la probabil idad de que los individuos de este grupo contesten el cues ­

tionario. 

Como veremos e n el próximo capítulo, este modelo nos permitirá estimar 
Nm y Pm basado en l as muestras desagregadas y agregadas y por lo tanto podremos 
obtener estimadores consistentes para esta situación más general . 

3. Desarrollo de Estimadores Combinados para Mu~tras Desagregadas y Conteos 
Agregados 

En es te cap ítulo desarrollaremos los estimada res combinados que permitan 
que las diferentes muestras utilizadas correspondan a un nivel de agregación 
diferente. 

En la primera seccton, formul.a r emos e l problema de estimación de interés 
e incluiremos: una descripción breve de las muestras supues.tas en el 
desarrollo y una p resentación de la notac i ón que utilizaremos en el capítulo . 
En la segunda sección discutiremos las relaciones que existen entre las distri­
buciones muestra les de los datos de.sag re gados y l as observaciones correspon­
dientes a los cont eos agregados ·. Luego utilizaremos estas relaciones para 
asegurarnos que l as suposiciones de las distribuciones de las diferentes 
muestras sean consis tentes. 

En la última seccton del capítulo, desarrollaremos la distribución 
m\llestral conjunta y l a función de máxima verosimilitud para el problema de 
estimación de interés. Esta función depende de p(x) y Nd, que representan 
re s p ~.c t ivamente la distribuc ión de las variables independientes en las pob­
l aci6n y el número de individuos en el grupo d. Debido a esto, la función 
de máxi ma verosimilitud de nuestro problema es similar a la función no-clásica 
des crit a por Cosslett (1978, l98l a , l98lb) en el contexto de modelos desagrega­
do s de elección discreta . 
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3 .l. Caracterización de las muestras y notación 

3 .1.1 Caracterizaci6n de las ruuestras 

La muestra desagregada supuesta en el 
corres pon de a 1 mismo ni ve 1 de agregación que 
observaciones de las variables dependientes 
estimarse. 

desarrollo de los estimad , :es 
la unidad de análisis e inc !y e 
e independientes del mode l. a 

Observe que en el párrafo anterior hemos descrito con suficiente de talle 
la muestra desagregada. Sin embargo , existen un sinnúmero de tipos de conteos 
agregados que están disponibles para el desarrollo de estimadores combinados . 
Por ejemplo, para la estimación de modelos desagregados de generac1on de 
viajes, estos conteos podrían estar disponibles a nivel del par origen- destino. 
Este tipo de conteo es representativo de aquéllos que se obtienen mediante 
procesos de agrega e ión basados en grupos rnu tuarnente excluyente s y colee t iva­
mente exhaustivos de la población de interés. Utilizaremos el término conteo 
agregado independiente para referirnos a este tipo de muestra, pues en este 
caso, las observaciones de los grupos diferentes son probabilísticarnente 
independientes . 

Para desa r rolla r una nota e iÓn adecuada para es te tipo de conteo, vemos 
que las observaciones de cada grupo de la muestra pueden i ncluirse en una 
celda de una tabla de clasificación (Bishop ~ ~. 1975). Por ejemplo, si 
subdividirnos la población de un área urbana en I grupos de ingreso y J grupos 
de formación educativa, podemos dividir la población en los I x J grupos 
mutuamente excluyentes y colect i vamente exhaustivos definidos por cada combina­
ción específica de ingreso y formación educativa . 

En la literatura de análisis de va riables discretas (Bishop ~ ~~ 1975), 
en el cual se discuten las tablas de clasificación, se ha desarrollado una 
notación para representar est e tipo de situación. Por esta razón, utilizaremos 
esa notac1on ampliamente conocida pa r a r e pr e sentar los observarnos de los 
conteos agregados independient e s. 

Hay un sinnúmero de con teos agregados e n los cuales las observaciones 
de los diferentes grupos no son pr oba bil ís t i c ament e independient e s . Por 
ejemplo, en el caso de los modelos de generac i ón de viajes , l os conteos en 
el cordón y los de transporte colectivo mencionados anteriormente no satisfacen 
la suposic1on de independenc i a pr o bub i lí tica. Obse r ve, sin embargo, que 
este tipo de muestra se puede re pres ,::,·· t ar mediant e los totales de las filas 
y columnas de una tabla de clas i fi c ¡:¡ i ón , pu e s están constituidas por todos 
los viajes que entran (salen) de una e stación de c onteo, irres pect i vamente 
de cual sea su destino (origen) . Observe t ambién que estos :, to s no son 
independientes, pues cada pa r de los totales de filas y columr:::; s t i ene e .. 
común las observaciones de una celda. Por esta razón, denominarr:-· s e s te t i ¡: 
cif'-: IDl.J.e..atra C'.D. l"Jt ~ o agregado dependiente . 

Aunque el t i po de dependencia entre los datos agrega do s e s c .. · tida en 
el pár r afo anter ior es sólo un c as o e spec i al , en este traba j o os -: e s :: r in -
gire mo s al mismo . Hacemos la observación , sin embargo , que l as le r ·¡ac . :::> nes 
pre se n tad a s e n e st e c a pítulo se pu e den e fectuar también en Si L a c : ·ne !:- má s 
general e s de correlac ión entre los gr u pos . Esta restricción er. l a s de ;- va -
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ciones se utiliza para simplificar la derivación de los estimadores a prese1 
tarse y no por ser una limitación del método de estimación. 

En la próxima sección presentaremos la notación que utilizaremos 
el resto del capítulo. 

3.1.2 . Notación 

i - subscrito utilizado para identificar la variable de las filas · 
una tabla de clasificación de IxJ. i E(l,2, ••• ,I). 

j - similar a i pero para la variable de las columnas. 
j dl,2, ... ,J) 

Nij- número de individuos en la población que pertenecen al grupo identif 
cado por la fila i y la columna j de la tabla de clasificación . 

n - subscrito utilizado para identificar los individuos en la población. 
n dCuU .. UCijU ... UCu); Cij E(l,2, ... ,Nij), "'V- i,j. 

Yijn- variable aleatoria 
enésimo individuo. 

que representa la variable independiente d 
Los subscritos i,j nos indican el grupo al cu 

este i ndividuo pertenece. 

Xijn- vector de atributos o variables independientes para el enésimo ind 
viduo . 

F ijn- inverso de 
individuo. 

la proporción con la cual se muestreó al grupo del enési 
En el caso de muestra aleatoria es constante e igual a F. 

P[Yijn lxijn' 8 ] -probabilidad condicionada de Yijn • Representa el mode 
probabil!tico supuesto en el desarrollo del estimador. 

rij+- variab le aleatoria que se ut i liza para representar los conteos agregad 
indepe ndientes. El tercer subscrito (+), indica que este conteo 
basa en los totales sobre todos l o s individuos en la población. 

ri++ y r+j+- var iables aleatoreas ut ilizados para representar los cante 
agregados dependientes 

En la pr6x ima sección discutiremos las relaciones que existen ent 
las distribucione s de la muestra desagregada y las de los conteos agregados . 

3.2 . Distribuciones derivadas de los conteos agregados 

Un aspecto esencial en el desarrollo de estimadores combinados es ' 
las parámetros y las distribuciones de las diferentes muestras están relac 
nadas . Esto implica que los parámetros de la población y las distribucio1 
s upuestas para las diferentes muestras deben basarse en las relaciones exist1 
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tes entre las mismas ·. En esta: sección desarrollaremos los parámetros y dist r :. ­
buciones de las muestras agregadas a partir de las suposiciones utilizaca s 
para la muestra desagregada . . 

Para simplificar estas derivaciones supondremos que tanto las obse n a ­
ciones agregadas como los desagregadas corresponden a un mismo intérv Lo 
t. Sin embargo, nuestro desarrollo puede extenderse fácilmente al caso J e 
observaciones hechas durante intérvalos diferentes. 

Observe que las siguientes relaciones existen entre las variables aleato­
rias de interés en este trabajo. 

ri++ = l: qj+; -'ti (lo) 
Vj 

r+j+ = ~ ~j ( 11) V~ rij+; 

rij+ = 'C. 
n&Cij Yijn; .l/-i, j (12) 

Estas relaciones implican que una ve~hayamos supuesto la distribución probabi­
lística de la variable Yijn, las distribuciones de rij+, ri++, y r+j+ se 
pueden obtener mediante la .convolución de las distribuciones desagregadas. 
Al hacer esto obtenemos la siguiente distribución derivada de rij+ para toda 
i' j: 

Nij 
L: 
n=2 

L: : (P[Yijl = 
Vy . . 

lJU 

rij+ - l: Yijnl 
Vn'=l 

(13) 

En donde hemos s4puesto que la distrib~ción de cada inviduo es la misma y 
está dada por P y que las . distribuciones de los diferentes individuos son 
independ ien~es. 

En. esta ecuación, utilizamos p(Xij) para representar la distribución 
de Xij en la población. Observe que la función de probabilidad de rij+, 
representada por Q, depende de xijn para todos los individuos en la población. 
Por esta raz ón es que Q depende de la distribuc ión de estas variables . O ~) s erve 
también que al sumar sobre Yijn suponemos que esta variable es dis,. r eta . 
En el caso de que Yijn sea continua, la sumatoria debe reemplazarse •JOr el 
integral sobre l a region en dond~ esta variable esté definida. 

Observamos que en el caso general de cualquier ·distribución P no es 
posible obtener una expresión analítica . de la distribución Q. Sin e: >argo, 
cuando la distribución pes regenerativa (Benjamín y Cornell, 1970) dic ha 
forma si se puede obtener, pues Q . y P , corresponden a la misma distrEuci~~· 
En lo subsiguiente, nos limitaremos a dos casos especiales de la distr 'JUC~on 
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P: la Poisson y la Normal. Estos casos son de particular relevancia para 
nuestro estudio, pues son los utilizados más frecuentemente en las aplicaciones 
de Transporte. Representamos estas dos distribuciones mediante las siguientes 
ecuaciones respectivamente: 

P[YijniXijn' el = Poisson [f(Xijnt e )1, ~i,j,n 

P(Yijn,Xijnt el= N[f(xijnt e), a2], Jfi,j,n 

(14) 

(15) 

En donde f(xijn' 8), una función, representa la media de las distribuciones 
yo 2 la varianza de la distribución normal. 

Cuando suponemos que la distribución P es Poisson, rij+ también 
Poisson con parámetro dado por la siguiente ecuación para toda i, j. 

E [ rij+l p(xij), 8 , Nij 1 = L f(xijnt 8 ) (16) 
nECij 

En donde Xij es la región en la cual Xij está definida. 

. , 
sera 

Este resultado indica que la media de rij+ se puede representar come 
la suma de las medias de todos los individuos en la población perteneciente! 
al grupo ( i,j). Fíjese que la representación alterna de esta media se obtienE 
como el producto de la media de f y el número de individuos en el grupo. 
Esta segunda representación será la que utilizaremos en lo restante de estE 
trabajo , pues será mucho más conveniente en nuestro desarrollo. 

Ba jo la suposición Normal, la media de rij+ también se puede representa¡ 
mediante la ecuación (15). En este caso, la varianza de rij+ se obtiew 
mediante la siguiente ecuación: 

Va r [rij+ a, 8, Nij] =o 2Nij (17) 

La s ecuaciones (10), (11), y (12) se pueden utilizar para desarrolla: 
la dis tribución derivada conjunta de los conteos agregados dependientes 
En este caso, bajo la suposición Normal obtenemos la distribución Norma 
multiva r i a ble. La distribución resultante bajo la suposición Poisson e 
la Poisson multivariable (Krishnamoorthy, 1951; Cambell, 1934; y Teicher 
1954) para la cual no existe una expresión analítica. Sin embargo, est 
distribución puede aproximarse mediante la Normal multivariable, por est 
razón, utilizaremos esta última distribución para los dos casos de interés 
Esta suposición la representaremos mediante la siguiente ecuación. 

P[rip( x). O, N] = MVN(f(p(x), O, N))¡ L] (18) 

En donde: 

U es la m a t ri z de N i j -vi ~ l , ~ j ~ J - 1 . 

r es el vector de observaciones del conteo agregado dependiente de ordE 
( f+J -1) 
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f(p(x), e ,N) es el vector de medias de orden (I+J-1) 

L es la matriz de varianza covarianza de orden (I+J-l)x(I+J-1). 

Observe que hemos excluído el último elemento de todas estas matrices 
y vectores por ser linealmente dependiente de los demás elementos. 

Encontramos conveniente para nuestra presentación representar estas 
matrices mediante el uso de submatrices. Al usar esta nueva notación represen­
taremos el vector rT = [ r1 T, r2TJ en donde los subvectores se representan 
como r1T = [rl++•··•• rr++l y r2T = [r+l+•··· ,r+(J-1)+1. 

De manera análoga, representaremos el vector de las medias como fT(p(x), 
8, N) = [flT(p(x), e , N) f2T(p(x), e, N)]. En cuyo caso representaremos los 
elementos de cada subvector con la omisión de los argumentos de la función 
vectorial f como: 

fT 1 = ENij f flj p(xlj )dxlj, .•• ,EN u ffup(xu )dxu] ( 19) 
vj x1j vj x1J 

ffilP(Xil)dxil•••••LNiJ-1 
xil vi 

f f iJ-lP<xu -1 )dxu- ¡] 
Xu-1 

Finalmente, representaremos la matriz de varianza covarianza como 

¿11 ¿ 12 

¿ = (21) 

¿ 

(20) 

Co n elementos de las subrnatrices L 11 (Ixi), 

L22 (J-lxJ-l) expresados por: 

;2(IxJ-l), 2l(J-lxi)• Y 

O, "rJ i = j < I 

= (22) 

Var[ ri++] = ¿ ¿ O~ikn• V i = j2_ I 

k<J Vn 

o, .J.f i = j < J-1 

L:22ij = (23) 

Var[r+j+l ¿ ¿ ') 
~ i = j < J-1 = o··i jn • 

k<I Vn 

Ll2ij = L2lj i = Vadrt j +] = ¿a~ .. l.Jn• i < [ ' j ,- J - 1 (24) 
Vn 
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En estas ecuaciones hemos expresado las varianzas individuales como 
o 2 ijn para así poder permitir tanto la suposición Poisson como la Normal. 
Para el segundo caso, 02ijn = a2 V i, j, n; por lo tanto, la sumatoria sobre 
todo n resulta en Nij a2. En el primer caso, las varianzas individuales so!l 
igual a f(xijn•8) y la sumatoria sobren puede expresarse como la parte derecha 
de la ecuacion (16). 

En esta sección hemos desarrollado las distribuciones derivadas de los 
diferentes tipos de muestras que utilizará nuestro estimador. En la próxima 
sección utiliza remos esta información para derivar las funciones de máxima 
verosimildad de estas muestras. 

. . 
3.3. Desarrollo de los estimadores para muestras aleatorias 

En la sección anterior observamos que las distribuciones de las muestras 
de interés en este t·rabajo dependen de p(x) y N. Manski y McFadden (1981), 
Cosslett 0978, 198la, 198lb), y Hsieh ~ ~ (1983), en el contexto de estima· 
dores de modelos de elección discreta basados en muestras no aleatorias, 
encuentran que sus distribuciones muestra les también dependen de p(x). Esto~ 

autores indican que esta dependencia en p(x) ocasiona complicaciones significa: 
tivas en el desarrollo de los estimadores. Por esta razón, en nuestro desarro' 

. 1 

llo del estimador de interés, seguiremos la estructura utilizada por ManskJ 
y McFadden (1981) , y presentaremos estimadores para las siguientes situacione~ 
definidas por el conocimiento o desconocimientos d~ p(x) y N. 

l. p(x) conocida a priori 

a- N conocida a priori 

b- N desconocida a priori 

2. p(x) desconocida a priori 

a- N desconocida a priori 

b- N desconocida a priori 

Observamos que las situaciones en 
puden ocurrir en situaciones prácticas 
sobre las var iables independientes de 
de un censo o una muestra grande. 

donde p( x ) y/o N se conocen a prior 
cuando tenemos disponible informaciÓ1 

los grupos de interés proveniente: 

De conocer p(x), nuestro desarrollo del estimador se basará en el métod' 
de máxima verosimilitud, pues, en este caso, al igual que los estimadore 
discutidos por Manski y McFadden (1981), Cosslett (1978, 198la, 198lb) 
Hs ieh ~ ~ 0983), es te método mantiene todas sus propiedades asintóticas. 

En el caso que p(x) se desconozca, nuestra función de máxima verosimilitu 
es del tipo no-clásico discutido por Cosslett (198la). Por está razón, e 
estimador de máxima velosimi1itud no poseerá sus propiedades asintóticas 
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En este caso, sin embargo, utilizaremos el procedimiento presentados po r 
Cosslett (198la) para desarrollar un estimador consistente. 

Nuestro 
aleatoreas. 
desarrollado 

desarrollo en este trabajo se limitará a la situación 
Sin embargo, en otro trabajo más general (González, 
estimadores para muestras no aleatorias. 

de muestras 
1985) hemos 

Hemos estructurado muestra discusión en esta sección como sigue. Primero 
di s cutiremos la notación que utilizaremos al representar las diferentes mues­
tras. Luego desarrollaremos los estimadores clásicos y finalmente los no-clá­
sicos. 

3.3.1. Notación para representar las muestras 

Para el desarrollo de los estimadores combinados en este trabajo supondre­
mos tres tipos de muestras diferentes. La primera muestra será la muestra 
desagregada, la cual supondremos que incluirá sesgos de muestra parcial. 
Por esta razón, denominaremos Pij = aibj; ~.j• como el modelo multiplicativo 
que representa la probabilidad de que un individuo del grupo i,j no conteste 
el cues t ionario. Aunque en este trabajo nos restringiremos a esta parametriza­
ción de la probabilidad, nuestra técnica también aplicará a modelos más 
genera l es. 

Utilizaremos el sobrescrito ( 1) para denominar las observaciones prove­
nientes de esta muestra que incluirán: 

N · ·(l) - el número de individuos del grupo i,j en la muestra 
iJ 

Yijn(l)- variable dependiente del enésimo individuo en la muestra 

x · . (1) - vector de variables independientes del enésimo individuo. lJ 

ka segunda muestra consistirá del conteo agregado i nd ependiente. Denomi­
naremos las observaciones de este cont eo c o n el sobrescrito (2). La tercer 
muestr a, consistirá de 1 conteo agregado dependiente y sus observaciones se 
indi ca~án con el sobrescrito (3) . 

Ut ilizaremos la siguiente notación para r epresentar las observaciones 

de es t os conteos: 

1 - subscrito que distingue los diferentes conteos agregados indepen­
dientes disponibles, 1 E 1,2, . . . , L 

m - similar a 1 , pero los conteos agregados dependientes m E 1,2, . . . ,H 

rij+l (2)_ observación del elésimo conteo agregado dependiente correspondiente 

a l grupo i,j. 

ri++m(3Lobservación de los totales de la fila i; -v-i , del emésimo car t eo 
agregado dependiente . 

rij+m(3)_similar al a n t erior para los totales de la columna j.; j ~J-1 . 
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Para representar las observaciones de todas las filas y columnas en 
forma más compacta, extenderemos la notación vectorial introducida anterior­
mente, por lo que incluiremos todas las observaciones del emésimo conteo 
en el vector rm(3). 

Hacemos la observación que hemos excluido las observaciones r+J+m en 
nuestra notación. Esto es necesario pues, como la suma de las filas y las 
columnas son iguales, una de las observaciones de estos conteos depende lineal­
mente de las otras y por lo tanto no provee información adicional. 

En las próximas secciones utilizaremos esta notación para desarrollar 
los estimadores de interés de este trabajo. 

3.3.2. Estimadores para muestras aleatorias cuando p(x) se conoce 

Como indicamos en la introducción a este capitulo, cuando p(x) se conoce 
a priori, el estimador de máxima verosimilitud de nuestro problema tiene 
todas las propiedades clásicas. Por lo tanto, una vez obtengamos las distribu­
ciones muestrales, el desarrollo de este estimador es trivial. 

Cuando N es conocida a priori, el logaritmo natural de la función de 
verosimilitud se puede expresar mediante la siguiente ecuación general: 

ln L(O) = L:ln P[Yijn 1 Xijn• e J 
Ví jn 

(25) 
+ ¿ ln P[rij+l 1 p(xij), e, N .. J lJ 

V. '1 lJ 
P [ rm 1 p ( x) , O N] .¡¡... ¿~ ln 

' V m 

Observa~s que esta función consiste de tres términos principales: 
el prime1 .. ~ s el logaritmo de la función de verosimilitud de la muestra desa­
gregada y el segundo y tercero las de los conteos agregados independientes 
y dependien t a s respectivamente. Podemos obtener la función combinada mediante 
la suma de e s t@s tres términos porque las muestras son independientes. 

Observamos además, que en las funciones de 
n indica una s umatoria sobre observaciones en la 
población como l o era en las ecu.:u..:ionetl Llttteriores . 

verosimilitud, 
muestra, y no 

el índice 
las de la 

En el caso en que N es desconocida, podemos obtener también un estimador 
de max1ma vero s imilitud clásico. En este caso, para poder estimar N, el 
logaritmo de la función de verosimilitud incluye la versomilitud de N· .0) lJ 
en la muestra desagregada (refiérase a Hsieh ~ ~~ 1983 para más detalles). 
Esta función se expresa mediante la siguiente ecuación: 

1 n L ( O, N, a, b) ln P[Yijnlxijn• 8) 

...lfijn 
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1 

+ ¿; 
Vijn 

+ 

+ ¿: 
Vij 

(26) 

ln P[rm p(x), e ,N] 

ln P[N· ,(1)1 N·· Fa· b·] lJ lJ' ' 1' J 

En donde a es el vector con elementos ai,..Y.i <l; b aquel con elementos bj, 
j ~ J, y F el inverso de la razón de muestreo. 

En la próxima secc1on desarrollaremos estimadores para el caso más general 
en donde p(x) no se conoce a priori. 

3.3.3. Estimador con p(x) desconocida 

Cuando p(x) es desconocida, la función de verosimilitud es del tipo 
no-clásico discutido en Cosslett (198la). Por esta razón, para el desarrollo 
de estos estimadores, seguimos el procedimiento desarrollado por Cosslett 
(1978, 198la, 198lb) para derivar estimadores no-clásicos. Para hacer esto, 
comenzamos con la función de versomilítud de las muestras combinadas presentada · 
a cont i nuación. (Observe que desarrollamos en función para · N desconocida, 
el caso de N conocida se puede obtener excluyendo la verosimilitud de Nij(l)). 

ln L ( 8, N, a, b, w) 

en donde : 

y 

Nij(l) 
L wijn = 1 

n=l 

wiJ'n >o, vi J. n - ' , 

= 

+ 

+ 

+ 

+ 

¿; 

Vijn 

E 
Vijn 

E 
V ij l 

¿ 

V m 

¿; 

V ij 

ln P[Yijn lxijn• e] 

ln Wijn 

ln P[ qj+l lw,e,Nijl 

ln P[rmlw,e,N J 

ln P[Nij(l) !Nij • 

~· . 1, J 

F,ai,bjl 

(27) 

(28) 

(29) 

1 . 
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En donde hemos representado las funciones de densidad desconocidas, p(xij), 
mediante un peso Wijn por cada individuo en la muestra. El vector w incluirá 
todos estos pesos. También observe que incluimos las restricciones (28) 
y (29) para que estos pesos representen una función de densidad adecuada. 

Observamos que esta función incluye los parámetros w, cuyo número aumenta 
con el número de observaciones. Esta es la razón principal por la cual las 
propiedades e lás icas de los estimadores de máxima verosimilitud no aplican 
a este caso. Para resolver esta situación, que obviamente no puede resultar 
en estimadores consistentes, Cosslett (l98la) desarrolla la función de verosi­
militud concentrada. Esta función se obtiene mediante la solución del problema ' 
dé optimización representado por (27), (28) y (29) suponiendo N, a, b, 8 
constantes. 

Hasta este momento no hemos podido resolver este problema de optimización 
para el caso general, en el cual incluimos como muestras la desagregada y 
ambos tipos de conteo agregado. Sin embargo, en González (1985), demostramos 
que para los casos en que utilizamos la muestra desagregada con cualquiera 
de los conteos agregados, la solución a este problema se puede expresar como: 

W · • = 1/N · · (1 ) · V · • lJn lJ ' t,J,n (30) 

El logaritmo de la función de verosimilitud concentrada se obtiene sustituyendo 
la ecuación (30) en la (27). Observe que luego de esto, el número de pará­
metros a estimarse no aumenta con el tamaño de la muestra. 

Con esta expreston general de la función concentrada de verosimilitud 
podemos obtener un estimador consistente; el cual denominamos estimador combi­
nado con mode lo de sesgo (ECMS). Para lograr esto, primero sustituirnos en 
la ecuación ( 29) las distribuciones muestrales discutidas en la sección 3 . 1 
y 3. 2, y lue go· maximizamos la función en e 1 espacio de los parámetros de 
interés . 

Los deta l les técnicos de estas derivaciones para los modelos Normal 
y Poisson y una discusión y demostración de las propiedades de este estimador 
se presentan en GtOnzález (1985). 

Hasta est e momento, hemos presentado un desarrollo teórico que nos permite 
incorporar conteos agregados en la estimación de modelos econométricos. 
La pregunta re le va n te es ahora: ¿Qué ganamos al incorporar los conteos agrega­
dos en la est i mac ión? En la prox1ma secc1on contestaremos esta pregunta 
mediante la discusión de algunas propiedades del estimador ECMS y del estimador 
desagregado basado en los resultados de un estudio de simulación. 

3.4. Propiedades de los estimadores 

Al implementar la simulación, nos percatamos que la eficiencia de los 
estimadores de O de la muestra desagregada y el ECMS para muestras aleatorias 
eran iguales numericamente. En González (1985) demostramos esta propiedad 
analíticamente. 
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Esta propiedad implica que, en este caso, al incorporar los conteos 
agregados en el proceso de estimar modelos econométricos, no aumentamos la 
eficiencia del estimador de G . Observe que esto resulta, pues al incorporar 
el conteo agregado al proceso de estimación, también aumentamos el número 
de parámetros a estimar (N, a, b) y nuestro estimador utiliza toda la informa­
ción adicional al estimar estos parámetros. En el caso de estimadores ;)a ra 
muestras no aleatorias, existe el potencial de aumentar la eficiencia de 
con el estimador combinado (refiérase a González, 1985). 

El resultado presentado en el párrafo anterior no implica que el estimador 
desarrollado en este trabajo no es útil. Observamos que nuestro estimador 
nos permite estimar los parámetros a, b, y N bajo la situación en donde haya 
sesgo de muestra parcial. El es timador desagregado, sin embargo, so lamente 
nos permite estimar N dado a y b. El estimar a, b, y N eficientemente es 
de suma importancia en el caso de modelos desagregados pues estos parámetros 
son necesarios para expandir o agregar la muestra a la población (refiérase 
a Koppelman, 1976). Además, en el caso de predicción incremental C'pivot-­
point") (refiérase a Manheim, 1979 y Ben-Akiva y Lerman, 1985), estos pará­
metros entran directamente en la función de predicción. 

En González (1985) presentamos los resultados de un estudio de simulación 
diseñado para comparar la eficiencia relativa del estimador desagregado y 
el ECMS al estimar N. (Observe que no podemos incluir a, b en nuestra compara­
ci6n pues e 1 estimador desagregado no puede estimar es tos parámetros s imulta-· 
neamente con N). Los resultados de este estudio de simulación indican que 
la eficiencia del ECMS relativa al estimador desagregado varía entre 0.86 
y ).U. El resultado positivo del 3.13 ocurre cuando la p = 0.50 y para 
mues tras de tamaño mediano. Es te resultado implica que la incorporación 
de io,s conteos agregados puede tener resultados sumamente positivos en la 
est.i~ción de modelos econométricos . 

En el próximo capítulo presentaremos un breve resumen de este trabajo. 

4. R€sumen 
En este trabajo hemos demostrado ~ ~ e los estimadores combinados disponi­

bles en la literatura no pueden utili z ars e con muestras de diferentes niveles 
de agregación. Como resultado de é Fto, un sinnúmero de conteos agregados 
usualme n te disponibles u obtenibles ba jo costo no pueden utilizarse al 
eHLi 1n;lr IIHHiuloH econo1nétrlcoH . Est;¡ tdll~<JciÓII 1notivó L1 invcstigaci.Ón prca cn ­
tada en este trabajo, en la cual desarrollaremos estimadores combinados on 
modelo de sesgo (ECMS) que pueden utilizarse con muestras desa grega da Y 
conteos agregados. 

La dificultad principal que encontramos en el desarrollo de e ~ os ; St ima­
dores es la presencia de p(x), la f unción de densidad de las va riab .. s !de pen­
dientes, en la función de estimación . Debido a esto, seguiremos e de Jrr o l lo 
de Manski y McFadden (19 81 ), y des ar rollamos estimadores de máYima ·er ! im ~ l i­
tud de muestras aleatori a s para la situación en dónde p(x) se c ono a ' ri cr i; 
usualmente basada en un censo de la porblación. En el caso e n ~· · c x f~e 
desconoce, seguimos el desarrollo de Cosslett (198la) y derivamos ~ e t i m&jor 
consistente para muestras aleatorias. 
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El estimador no-clásico presentado en este trabajo no resulta en una 
mayor eficiencia en la estimación del vector ; sin embargo, este estimador 
nos permite estimar a, b, y N; los parámetros del modelo de sesgo de muestra 
parcial, más eficientemente. Esto último tiene el potencial de mejorar las 
predicciones de los modelos desagregados, pues estos parámetros están incluidos 
en la función de predicción . 

~?-~ 
•. .,·. ~:-_: ••• l' 
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