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RESUMEN 

El presente tr~b3Jo trata el problema de predicción de equ1libr1ó en 
un s1ste~a de transporte urbano en que los servicios de transporte 
póDltco son ofrecidos por operadores privados, baJO condiciones de 
desregulaci6n. El probleaa fué definido origtnalaente en Fern~nde: 
<19861 y posteriormente distintos enfoques de solución fueron analizados 
en fer~tndez y Bravo 11986) y Fernlndez et al 11986>. En tales trabaJOS 
se sigue el enfoque tradicion3l utili:ado en los •odelos de asignación de 
transporte poblico, en que no se considera restricción de ~apac1dad de 
ias serviCiOS considerados. Tal sieplificación se constttuye stn eabargo 
2n una liMitación t•portante en el caso de la •odelaci6n de sisteM~S con 
operadores privados en condiciones desreguladas, obteniendose resultados 
poco reallst~s. 

Er, este trabaJo se presenta una for.a de int.roducir expllci LaMente 
las restricciones de capacidad de los servic1os de transporte póblico y 
se propone y .analiza un aHodo de solución basado en la fi!osofh del 
aéto(Jo de Frank-Wolfe de pro9raaaci6n no lineal. 

Para ilustrar el funciona•iento del al9orit•o propuesto se utiliza la 
red de transporte póblico de la ciudad de Santiago correspondiente a 
1977. 
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~OTACION GENERAL Y SUPUESTOS BASICOS 

H~nt~niendo la notación considerada en tr1bajos anteriores; 6<N,Al, 
denotar~ a la red de transporte urbano que consta de un conju~to N de 
nodos que corresponden • intersecciones y centroides donde se ori91nan y 
alra@n viajes y A al conjunto de arcos que representa la calles de 1~ 
ciuda·j que pueden str SlOIUlt~nea111entt! usados por transporte privado 
lautos) y transporte póblico (buses). 

A su vez, T<N,Ll representarj a la red de transporte p~bltco, que 
consta de un set de nodos H subconjunto de N, y un conjunto de lineas de 
transporte pOblico L. Cada linea de transporte póbltco esta defl~ida 
co•o •Jna secuencia de nodos de N, en h cual los pasajttos pueden b~Jar y 
subir de los buses. A su vez, cada linea de transporte póbltco est~ 
coapuesta de una s~cuencia de arcos del conjunto A. Lue~o, la red ! 
represe~tar~ al servicio de tranporte póblico que los usuarios de 1~ red 
pueden usar para viajár entre nodos especiticos de la red. 

La siguie~t• notación ser~ lncluid3 en este trabajo para el aodo 
transporte póblico, sobre la red G : 

B Flota o dotación total de buses operando sobre la red de 

B• 

1 t 

I t. 
ft 

transporte póblico. 
Flota total •ini~a de buses operando sobre l1 re1,que ase9ura 
que el servicio de transporte póblico satisface la deaand¡ 
de viajes. 

= flota de buses disponible para asignarse entre las lineas de 
buses de la red, una vez aiig~ada la flota aintaa. 
Car9a •~xiaa de usuarios de transporte público que 
trlnsporta la linea 1, en el se3•ento aas car,ado en pasajeros 
por unidad de tieMpo. 
Flujo tot~l de usuarios de transporte póbl1co que transporta 
la linea 1, en pasajeros por unidad de tieapo. 
Flujo de usuarios de transporte póblico que viajan a trav~s 
del arco a por la Unea 1, en pasajeros por unida•j de tlHpo. 

1'1 
a Flujo de usuarios de transporte póblico que abordan h linea 

a 1 en el arco a, en pasajeros por unidad de tie•po. 
~at e Hatriz arco-linea para transporte póblico. Un eleMento 

toaa valor 1 si el arco es usado para la linea 1 y O en 

K 

" d " R. 

otros casos. 
• C~pacidad de un veh1culo, en pasajeros por veh1culo. 

Frecuencia de servicio de la linea 1 e L, en buses por 
u~id.ld tieMpo. 
Frecuencia tot~l de veh1culos de tr~nsporte póblico sobre 
el arco a € A, en vehículos por unidad de tieapo. 
Dotación de buses de la linea 1 ~ L. 

= Dotación a1nima de buses de la linea 1 r L, necesaria 
para transportar todos los pasajeros que deaand~n los servicios 
de dicha linea. 
rarifa de transporte póblico de la linea 1, en unidad~s 
aonetarias por pasajero. 

a Costo •edio de operación de la linea sobre el arco a e A, 
en unidades aonetarias por vehículo. 

= Costo total de operación de la linea por uuelt~, 
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2 PLAHtEAHIENIO DEL PROBLEHA DE EQUILIBRIO DE OPERADORES PRIVADOS 

El probleaa aq~i tratado puede representarse tobo un jue9o entre dos 
grupos de ju3~dores: el priaero se co~pone de los operJdor~s de 
transporte póblico q•Je se supone son pequet\os eapreiarios, duel'íos de ur.o 
o dos buses, que ofrecen el servicio de transporte teniendo coao objet1v0 
la aaxiaizaci6n del beneficio privado resultante de su operaci6n, El 
segundo grupo corresponde a los usuarios del sisteaa de transporte 
urbano, ruyo coaportaaiento obedece a un objetivo de ainiaización de 
costos de viaje, Este problema se diferencia del tradicional•ente 
analizado en la literatura en que los operadores de transporte pGblico 
son considerados agentes internos cuyo equilibrio debe ser predicho 
siaultaneaaente con el de los usuarios del sisteaa (ver Fern~ndez y Br3VO 
19861. 

El siste•a estará en equilibrio entre los niveles, cuando cada 
oper;dor del servicio de transporte pOblico este •axiaizando su bene!ic¡o 
pr1vado y si•ult~neaaente cad~ usuario del sist~•a de transporte público 
y privado, esté aini•izando sus costos individuales de viaJe. 

• El eq~ilibrio global del siste•a ser! identificado por el coDjunto 
<F Id l,d 1 , donde F*Cd 1 representará al conjunto de !lujos de 
equilibrio bi•odal (f,f), donde f y I corresponden • los vectores de 
!luJos en arcos para les usuarios de transporte privado y pObl1co, 
respectivuente y d* representar:! al conjunto de frecuPncias que er, d 
equilibrio •axi•izan el beneficio de los operadores privados. 

2.1 FunciÓn De Beneficio De Los Operadores Privados 

En Fernánde; y Bravo !1986), se planteb la siguiente función de 
beneficio neto pan . un veh1culo de transporte pOblico oprran•1o en una 
linea 1 por unidad de tieapo: 

, \J. i. E L (5) 

donde CFt , corresponde al costo fijo por vehículo y por unidad de 
tieapo. 

Por otra parte, se supondr~ la siguiente tor•a general para la 
tUhción de costos unitarios 

(6) 

en que ~a es el costo asociado a la subida de un pasajeros por 
vehículo en el arco a, 

La frecuencia de la linea 1, dt , ser~ una función del nóaero ·de 
vehiculos o taut!o d• la tlota lltr y el tie•po ocupado en una v•Jelh 
coapleta ti. , el cual a su .vez depender~ del nivel de congestión ~obre 
los diferentes arcos de la red cubiertos por la línea 1 en su ruta. 
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luego, se tendrá que 

(7) 

La e · prestón gen~ral para la función del tie•po de operactOo de uo 
vehículo de la ltnea 1 sobre un arco 'a',tt , tiene la 11s1• foro¡ dt 1; 
ecuact<lr• ( ól, es dectr a 

1.'1 + il [ f 
a a a 

+ d ]; + • {'R. 
n a Ya a , \1 a 1: A, lf 1 E L 181 

donde ~a y S
3 

tienen el aisoo sisni!icado que en 141 y 161, pero ~n 
untdades de tteopo. 

~.acuerdo a esto, el téroino (dl/6t) de · la funci6n de beneftcto en 
la ecuac10n <SI, representar~ el naaero de vueltas que realt:a un 
vehículo de la linea 1, por unidad de tie•po. 

2.2 Htpótesis De Comporta otento De 
CooCtclones De Coapetencia. 

Los Operadores Privados En 

Se cons1derara que el ser v1 cio de transporte público est~ foroado por 
ur. ~erc3do co•pues to de un 9ran nó•ero de operadores privados, c~di uno 
de los cuales es proptetarto de un pequ~o nóoero de buses. Cada operador 
e l1 gtri l1~reoente la linea en la cual ubicara sus buses para ofrecer sus 
se: virios, con el ónice ob Jetivo de ma•imizar su beneficio prtvado. 

El probleoa puede fora•;larse coao un prob!e•a de asignación de una 
flot¡ d• buses un conjunto de recorridos potenciales de tr~nsporte 

p6~11co lver Fern•ndez, 1986 y Fernindez y Bravo, 1986) 1 cada uno de los 
cual e> tter.e asoctado un '1nd1ce de calidad', reprpsentado por el 
benef:c1o neto obtenido por cada vehículo que opPra sobre el. Tales 
bene!Jclos depender~n tanto de la cantidad de pasajeros quP utiltzan la 
l 1r.ea, co•o de la cantidad de vehtculos que la operan. Una soluci6n de 
equillbno se ot•tleM cuar.do se cuapla la sisuiente condición: 

Ningún operador privado de transporte público puPda aejorar ~u 

bene!1cio aediante un caabio unilateral de linea • 

Dado que los aodP!os de asi9naci6n de transportP póblicc e•1stentes 
no cons1deran restricción de capacidad, si tal restricción no se Incluye 
en el n1vel de los operadores, el resultado obtenido es poco real1sta 
d•áo que en tal caso el 10de!o as19na vehículos a las ltr.eas aas 
antablE's, desde el punto de vista de los bE>neficios netos obar,¡dos, 
pero SH• preocuparse de si es factible que los pasajeros as19nados a 
t ales lineas pueden ser efectivamente transportados. Ello conduc• a Ufl4 

inconsistencia en el cálculo d@l beo@ficio de las lineas sobrecar9~das ya 
que por una parte el aodelo conside~a que la linea o~tiene un ingreso 
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result~nte del cobro de la tarifa respectiva a todos los p~sajeros 
asisnados, y sin eabargo ~lgunos de ellos no pueden ser efectivaaente 
transportados dado que la cantidad de vehfculos asignados no provee una 
rapacidad suficiente. 

En ln aplicuiones pr:,cticas esto produce soluciones q•Je st> 
caracterizan por ur.a gran cantidad de lineas no servidu (con !loln 
nulul y el resto de lu líneas, que son servidas, preser,t.;!n iaporhntes 
sobrec.ugas. 

Este proble•a puede corregirse si se introduce una restricción que 
asegure que todos los pasajeros que son asignados a una linea deter•tnada 
sean rtal•ente transportados, con lo cual se eliaina la inconsisten~ia en 
el c1lculo de de los beneficios. Para ello debe definirse una cota 
a1niaa a la flota ast,nada a cada linea en el nivel d~ -los 
operadores. 

En una so!Yción de ~quilibrio las lln~as podrin clasificarse en dos 
grupos diferentes, un grupo coapuesto por line1s qu@ operan con una flota 
superior (o en casos liMites i9uall a la flota f~ctible a1nima qu~ 

asegura la capacidad del servicio y sobre las cuales los oper•dores 
alcanzan iguales bene!ic1os unitarios y el otro grupo foraado por líneas 
que operan en la flota a!ni•<! factible con beneficios unitarios aenores 
(o en casos lfaites i9ualesl. 

Introduci@ndo estas •edificaciones a las condiciones analíticas de 
equilibrio planteadas en Fernánde~, 1986 y Fernindez y Bravo, 1986, se 
pueden obtener las siguientes expresiones alternativas que consideran 
restricción de capacidad: 

{

• JJ 

n -
l 'JJ 

, ~ l E L/ dl > 0 

, ~le: L/ dR. ~ O 

(9) 

donde JJ representará al beneficio de equilibrio, obtenido por 
veh1culo y por unid•d de tieapo, en las lineas sin restriccion activa de 
capacidad. 

Alternativaaente, las condiciones de equilibrio pueden expresarse 
aediante la siguiente desi9ualdad variacional: 

"' "' "' TI (t. , F (d)) (t. -t.) > O, V- t. e: n (10) 

donde n representa al vector tila de beneficio de co•ponentes ni • 
con l e L, t. al vector coluana de dotaciones de co•ponent.es t.1 , y t,'~< 
al vector ccluana de dotaciones por linea en el equilibrio. 
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3 ALGORIIKO DE SOLUCIOH 

3.1 Soluc1ón Del Proble•a ~ultinivel 

El er.toque de solución propuesto consiste en la apl icanbro del Método 
1tPrat1vo de Gauss-Seldel, para encontrar una soluc1ón 9lobal Ji proble•a 
de l'QUlllbr l O aultlOlVl'). 

Co•o vi•os en el punto anter1or, el proble•a de equ1l1brio de los 
ope r a~ores de trans porte pdblico puede ser planteado aed1ante 1~ 

des1 3ua léad variac1onal <lOl, para un valor dado de la si9n1ciOn de 
pasa¡eros de transporte· póbl1co. Por otra parte, sabe•os ta•b1en que 
para va lores dados de las condiciones de servicio de las l ineas de 
transporte pábl ico <flotas, !rPCuencias y ti!•• pos de viaJel, el probleu 
de eq u1l1brio de usua ~ 1os puede ta•bien ser planteado aediante la 
st3u1ente des19ualdad var1acional <Fiorian y Spiess, 1983l: 

c(f*' d) (f* - f) -e (f*, d) <f* - f) < o (Jl) 

do rnje 
e y e corresponden a los vectores de costos{ca}yfC"J, respecttvaaente. 

Por lo tarotll, el proble11~ de equilibrio aultinivel puede ser 
representado por el siste•a de desi9ualdades variacionales <lOl, <lll. 

Para re solver tal s1ste•a se utiliza el •étodo Gauss-Seidel. A 
part i r de una solución factibl e el •étodo cons i ste en resolver 
1terativ•mente (!Ol y (Jll util i zando en cada caso la óltia¡ solucibn 
obten1d• para las variables del otro nivel. El proceso ter•tna cuando 
l"s variables de ••bos niveles conversen a una solución estable. 

En ge r,P. ral el •étodo Gauss Seidel p•;ede interpretarse coao una 
ne goc tc10n entre n¡veles, en que un nivel toma una decisión, sobre la 
b1se de la cual e l otro n1vel 9enera su propia decisión dP tal for•a de 
opttal=ar su prop1a func1ón objetivo, la que a su vez constituye el 
ant ec edente sobre el cual el otro nivel vuelve a opti•izar su función 
ObJetivo y Jsl hasta alcanzar un equilibrio global, en que cad¡ nivel 
es t ~ optt•izando su propta func16n obJetivo dadas las decis1ones del otro 
r1i ve l. 

3.2 Solución D.el Nivel De Operadores 

El proble•a de equilibrio de los operadores de transporte póblico se 
resolverá •ediante el método propuesto en <Fern~ndez y &ravo, 1986!, 
a.jecuada•ente •odi!icado pan introducir las restri_cciones de capacidad. 
Este consiste en aplicar el método de Jacobi a fin de que la •atriz 
jacobiano de la función de beneficio sea si•étrica, de tal foraa que el 
probleaa diasonalizado sea equivalente al S19u1ente proble•a de 
opti•1zaci6n para la iteración J del .~todo de Jacobi: 
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Hax z - r 
6 UL 

a.a. PI 

Aplicando las condiciones de Kuhn-Iucker al probleaa Pl, se obt1eneft 
las condiciones plantead1s en C9l lo que nos ase9ura que la solución del 
proble•a PI dia9onalizado, satisf1ce el principio de coaporta•iPnlo, 
supuesto en C9l, para los operadores privados de transporte p6~!1co en 
condiciones de coapetenc1a perfecta. 

El probleaa PI corresponde a un probleaa de prograaaci6n con func10n 
objetivo no lineal y restricciones lineales, que es factible de ser 
resuelto utilizando algón algoritao ~specializado para ello. En este 
trabajo se utiliza Frank-Wolfe. De la aplicación de Frank-Wolte al 
probleaa PI, se obtiene un vector solución para la iteraciOn J del 
aétodo Jacobi. 

Posteriora~nte, se asignarj 6J+l • 6*J 
aetodo de Jacobi hasta satisfacer al9ún 
previaaente definido. 

y se continuará con el 
criterio de convergencia 

3.3 Fran>. Wolfe Considerando RestricciÓn De Capacidad 

La !ilosot!a del aélodo consiste básica•ente en un proceso iterativo 
de dos fases : Un3 pr1aera fase de búsqueda de una dirección factible de 
opti•ización y una se9unda f~se de avance ópti•o en la dirección 
encontrada en la priaera fase. 

il Priaera fase : bÚsqueda de una direcciÓn factible de ascenso 

En la pr iaera tase del •étodo de Frank Wolfe se real iza ur.a 
aproxiaa~ión lineal a la función z definida en Pl · en un punto 
factible 6 , la cual en una iteración k del •~todo de frank Wolfe. se 
puede expresar por 

Cl2l 

dcmde k~ se dekine co•o la aproxincióro lineal a z en un punto 
fact.lbll! 6 e Y corresponde al vector solución de h priura tase 
en la iteración k del aétodo de Frank Wolte. 
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lt 
El punto solucid~ Y se obtiene re•olviendo el sisu1ente probleaa de 

prosraaación lineal: 

P2 

,.Y.1tL 

Debido, a que la función objetivo ZL de P~ tiene varios t•rainos 
constantes, P~ es equivalente a resolver el si9uiente probleaa de 
prosra•ación lineal : 

Max ¿ n1 (Ak.} y'« 
y k ltL 1 1 

s.a. I yk 
ltL 1 • B P3 

ylt 
1 ~ Ai V.! EL 

Dada la foraa de P3, donde ll(ók) es un vector fijo y conocido para 
esta pr1aera :~se, claraaente se ap r ecia que el vector solución se 
obtiene asignando la flota total de buses d1sponible B , (o excedente de 
flota sobre la flota total aíniaa que ase9ura la factibilidad de la 
solución) a la linea de beneficio aayor, y a las otras lineas se les 
as1gna la flota aíniaa o cota ainiaa de flota por linea. 

Por lo tanto, si el 
la priaera fa~e del 
bÚsqueda coao d • yk -

iil Se9unda fase : 

vector yk , representa una solución factible de 
•~todo, podeaos definir la dirección factible de 
IJ.k y concluir la . priaera fase. 

avance Ópti•o ~o la dir~cción de pri•era tase 

A diferencia de la priaera fase, esta sesunda fase no varia al 
plantea!liento realizado de ella, pres~nhdo en Fernjrodez y Bravo, 1986, 
para el probleaa que no incluye restri~ción de capacidad del servicip de 
transporte póblico. Basica••mte consiste en encontrar un vector IJ.k+l 
que aaxi•1ce el valor de la función objetivo z k+ en la 
dir ección dk encontrada en la priaera fase. El vector A 1 debe ~er 
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inienor al sesaenio definido por las soluciones factibles lli<+l e Ylr. 
Es decir, 

<13) 

• , F (d)) dX. 
j~t .. 

P4 

La restricción O< >. < 1 junto a la convexidad de Z asegurar~ 
la factibilidad de la solución encontrada para la se9unda fase del 
aHodo. 

Para el probleaa de prosraaac16n no lineal, de optiaizaciOn en un~ 
diaensi6n <P4l, se utiliza el •étodo do la Secci6n Aurea, pero es taabién 
factible de resolver por otros •~todos coao Fibonacci y Bolzano. <Ver 
Fernández y Bravo, l9BG>. 

3.4 Calculo Del Vector De Frecuencias 

El cálculo del vector de frecuencia puede expresarse por 

Encontrn un vector d E II.L que satisfa91 

d • f(d) , 'Y- d E IRL 

donde de acuerdo a <7> 

(14) 

Por lo tanto, el vector d corresponderá a un punto estacionario o 
punto fijo. (Ver Fisk <1986)) 

Para el cálculo del vector frecuencia, para un vector de dotaciones 
ll dado en la red, se utiliza un aétodo iterativo del tipo Jacobi a 

fin de resolver el probleaa de punto fijo. 
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, . ........ Método De Frank Wolfe Mod•ficado 

A continuac1;n se describe un3 •odlficaciOn introducida en la 
op~raci6n del algorit•o de frank-Wolfe a f1n de meJorar su conver9enc1a. 
Esta cor.s•ste en ""a perturbación re.lizada a la soluci6n obten1da en 
cada iteración. 

Para una solución factible cualquiera del nivel de operadores, se 
definir~ co•o Ls al conjunto de 11neas que presentan una dotaci6n de 
buses so~re la cota •inifta, y co•o Le al conjunto de lineas con 
dotac10n de buses en la cota aini•a. 

De acuerd~ a esto. se cu•plirá que 

Ls l!Lc•L (l!'i) 

Ls s 
A su vez, + y l_ representarán a los conjuntos de lineas con 

dotación de buses scbre la cota •1ni•a que tienen beneficio por ¡inea 
•ayer, o aenor o i9ual al beneficio pro•edlo de las lineas deL , 
respect1vaaente • 

Dei ••••o •odo, L¡ y L: representar~n a los conjuntos de lineas con 
dotación de buses i9ual a la cota ainiaa que tienen beneficio por linea 
aayor, o aenor e i9ual al benefjclo proaedio de las lineas d• L5 

• 

Lueso, se cuaplirá : 

(16) 

Cor.siderar.do estas definiciones, una solución de nut!stro problt!•a 
det•erá cu~pllr que L: • 4> 

.La perturbatión aqul utilizada, apunta a acelerar la conver9t!ncia del 
al9oril•o de de Frank Wolfe, considerando la restriccion de factibilidad 
que debe cu11plir la sol-ución del proble•a. Para esto, se realiza una 
reasignac1ón de buses por lineas, a9re9ando buses en priaer lu9ar a las 
lineas qu@ se encuentran en la cota de flota a1niaa y posterioraente a 
la s lineas con flota sobre la cota de flota ainiaa, que post!an un 
beneficio aayor al beneficio aedio d,. las lineas con flota sobre la coh. 
Estos buses, se extraen del conjunto de lineas sobre la cola de flota, 
que tiener. beneficio aenor que el beneficio aedio. El proceso u purde 
expresar coao : 

S1 se deno•ina por Titt a la priaera derivada del beneficio por lfnea 
con respecto a 'la dotación y si se consldl'tll, que l'l v¡¡lor del se9undo 
tér•1no dt! Tiit no variara aucho al variar la dotacioh de la linea 1, 
entonces una buena aproxiaación de ~ti virne dada por la expresibn : 

-!. . 1 2 nu - - t p1 At • ,. t t L 
(17) 

Ahora, para variaciones peque~as es vilid¡¡ la aproxi•aci6n · 

TI.f.!. • A n1 1 A At ,Y.tEL 

donde t;. n
1 

¡¡e define co•o : 

t. n1 - 1 ff -nt¡ .~tEL 
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con li v~lor proudio de los beneficios por Hnus. 

Luego, se tendrá 1~ 1i9uient• expresión par~ 1~ v~riación de 1~ 
dotación por lÍnea : 

(18) 

La reasignación de flota se realiza de la siguiente •anera 

Si e L' .¡. L+ .¡. ~ y + 4> , te tendrj 

i) t:./- t:.R. + t:. t:.R. "1 R. E Le 
+ 

Si Le • 
+ 4> y Ls 

+ 
.¡. 4> , se tendrá 

iil t:.P • t:. + ,_ R. 

donde t:.~ 
perturbación 

corresponde a la dot~ción de la l!ne~ despues de la 
y M1 es la dohci6n definid~ en llBl. 

h decir, 

6 

v+. ¡; M 
R.EL s R. 

+ 
Esh cantid~d v+ ser·~ utrarda 

de un proceso iterativp, que opera 

6 

L" .¡. ol> 
+ 

de las lineas dt!l conjunto t! ~ travh 
de la siguiente •anera 

(19) 

(2()) 

dbnde Mt¿ se define de igual tona que er, !18>. 

La ~ x presi6n !191 solo ser~ aplicable a aquellas lineas cuya dotación 
•odiíicada ll~ ·sea superior a la cota dnilla. !le lo contrario deberll 
aplicarse !201, eli•inando la linea a la cual se le aplique esta 
perturbación del conjunto L5 e ingresando la linea al conjunto Le. 
Debido a esto existirá ur. nuevo conjunto L~ de donde se extraer~ el 
saldo de buses que queda de la cantidad inicialv+ de buses asre9;da a 
las lfnns del conjunto~ y~ y h c~ntidad efectiva extraída p·or 
(19l y (20) para conservar la f~ctibilidad de las lineas. El proceso 
continuari hasta que este saldo se ~nule de acuerda a algón criterio de 
convergencia prtvia•ente definido. 
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3.6 Uerif1tac16~ De Factlbllldad Oe La Solur1bn 

ht>aplnar.do la frecuenc1a por line.:;, dada por 041, en la t>xprtoslón 
p~ra la restricción de capacidad planteada er. 121, qut> debe cuaplir la 
carga 1ix1aa de paSaJeros as19nada por linea para conservar la 
fact1bil1dad y consistencia del probleaa se obt1ene que 

0 e; ft e; ( bn t
1(d)) K , V" i E L 

e ~ v 
Es decir, 

, '\'- i E L C21 l 

Considerando <211, se tendrá que la flota •tni•a o cota de 
buses por lineas queda dada por : 

Coao se aprecia en <221, 
depende del taapo de vuJ.e 
a!r,aa fac ti ble por linea .:." 
;lscr¡tao de d1a9onaliz•ciórlC. 

K 
V 

,Y.tc L <221 

la do\ación ainiaa factible por linea 
de la ·linea • Lue9o, el vector de dotación 
(t9¡,ser!J variable en el desarrollo del 

En el alqor1tao utilizado se considera que la dotación factible 
mln1aa por l1nea es constante al intt>rior de cada probleaa d1aqonal1zado. 
Este ••lor v1ene d31o por 122>, y considera co•o tit>•po de viaJe por 
l ln~a, el corresponGJente al usado en el nivel de asi9naci6n de usuarios 
de transporte pGblico y para el cual se obtuvo el vector c~rsa •~x1aa de 
pa~~Jf~0s por línea usado coao dato en ~1 nivel de los opPradores. 

Una ve: que t>l attodo converja a una solucibn, Sl' deber~ verificar si 
esta solución óptima es taabi~n factiblt>. Para esto, se calcular~ un 
nuovo vector dt> dotaciones factibles a!niaas por linea para l~s 

cor,é: CJor.es dt> la solución encontrada y se verificar~ qut> cuapla con 
<21J. S1 esta condición no se cu•ple, se repetir~ nut>vaat>nle el proceso 
toaor,.jo coao vector de dotaciont>s factibles al senerado consideral'ldo las 
condic1on~s de operación correspondientes a la últiaa soluci6n 
encontrada. 

RESULTADOS 

La red utilizada en los t>xperiaentos reali:ados corresponde a la 
red de la Ciudad de Santia9o 1977. Ella consta de 5& centroides o puntos 
de orisen-destino para los viajes en t~ansporte privado y 40 centroides o 
puntos de orlsen-destino para los viajes en transporte póbliro. L~ red 
tiene 245 nodos de transporte público y esta co•puesta de 222 lineas dt> 
buses, adeaás de las lineas 1 y 2 del Metro. 
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l• ~PaJnda dt vi•Jes perManece f¡ja; Sf conSidera que la seneraciOn, 
la di~tribucion y 1~ partición •oda! de v1ajes son ronocldas y p~ra!nece~ 
constantl'~. 

Il softw1re utilizado en la asl9nacio'n de usuarios a la 
SAiUiN, para la asi9nación de u~uarios d@ transporte privado y 
para la as19nación de usuario• de transporte público. Las 
fueron realizadas en un coaputador VAX/v•s 8600. 

red es: 
MDI!UC, 
corridas 

La tabla 1 entrega los resultados de las pruebas realizadas con e l 
alsoritao de Frank-Wolte con aplicación de la perturbación, par• resolver 
uro probleoa du9onalizado. Por lo tanto, todas las corridH realizadas 
corresponden a la solución de un probleaa de equilibrio de opera~ores en 
que las funciones de beneficio son dia9onales. La pr1~era colu•na 
especifica la frecuencia con que tu~ utiliz~da la perturbación en cad~ 
caso; la se9und~, la precisión exi9ida E , como criterio de p~rada para 
el algor1tao. La tercera coluana, especifica el nO•ero de iteraciones de 
Frank-~olfe necesarias para obtener la precisión y la cuarta coluona, la 
precisión ~ realaente obtenida. Finalaente, la ~ltiaa colu•na 
espec1fica en lainutos:~egundos.d@ciaasl, el tieapo de CPU uttlízado. 

La precisión de la solución ' , se define de la siguiente aanera 

123) 

donde o 
udia de nt 

representa a la variaroza dt> nf. ' y 
, ~ 1 r L. 

reprt';enta 

TABLA N"l 
Perturbación a al9oritao de Frank Wolfe 

·--------------+--------+--------+--------+-----------· 
1 Frecuencia 

1 E•I0-4 
1 Nuaero 1 -4 1 CPU 

(+) 1 
1 Pert•Jrbacion 1 lt.l!r. llj>•!O 1 Total 1 
+--------------+--------+--------+--------+-----------· 

sin 100 150 521.0 05:17.99 
solo inicial lOO 150 477.0 05:18.91 

lO lOO 31 51.7 01:36.0'1 
5 lOO 16 75.1 o1:oa.sa 
1 lOO .. 71.4 00:45.57 
1 50 5 38.6 00:48.38 
1 10 9 5.2 00:55.74 
1 1 13 0.8 01:02.44 

+--------------+--------+--------+--------+-----------· 
(+) Para una flota total de 10000 buses operando en el 

sistea¡ y paráaetros n,ñ y - ~ iguales a 5.00 

la 

-Coao se puede observar, la utilización de la perturbacion es auy 
efectiva, lograndose una significativa aceleración de la convergencta del 
a"!goritao y •ejores precisiones de la solución. De acuerdo con los 
resultados obtenidos, aparece co•o conveniente aplicar la perturbación en 
cada iteración de Frank-Wolfe. 
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A continuación se proced16 a estudiar las caracter!sticas del 
algoritMo de dlagonaltzación. Los resultados obtenidos de estas pruebas 
se ~u~stran en la tabla 2. En ella se presentan los resultados de 
corr¡das rp; l ¡:a1as para dist1ntos tama~os de la flota tot~l de buses en 
el s1sle•• de transporte póbltco, a !tn de analizar la influencia de las 
condiciones de congestión sobre las caracter!sticas de conuergenc1a del 
al3oritao ut1l1zado. !aa~ien se experiaentó con distintas precis1ones en 
la soluctó~ de cada probleaa d1agonal1zado a fin de probar su influencia 
en la convergencia general del algor1tmo de diagonalizac1óo. En 1~ 
pr1eera colu~na, se especifica ll flota total de buses supuesta; en la 
segunda, la precisión exigida al algoritao de Frank-Wolfe para la 
obtenc1ón d~ la solución de c~da probleaa diagonalizado; la ter~era 
coJugna especifica el ndmero total de diagon~lizaciones realizado; la 
cuarta ind1ca la precisión de la solución final obtenida y la quinta 
especifica el l1P1po de CPU consuaido. 

TABLA N°2 
Algoritao de Diagonal1zac1ón en la Red Mayor 

+-----------·----------+---------------+-------------+ 
!Flota Total! F.WOLFE j DIAGONALIZ. 
1 de Buses +----------+---------------+ 
1 E•lo-

3 IIter 1 'f•l0-3 1 

CPU (+) 1 
Total 1 

1 
+-----------·----------+-------+-------+-------------+ 

11000 
11000 
10000 
10000 
~000 

9000 
8000 
8000 
7000 
7000 
6000 
6000 

10 
l 
5 
1 
5 
1 
5 
1 
5 
1 
5 
1 

8 
2 
e 
2 
S 
2 
8 
2 
8 
2 

12 
3 

18.51 
0.29 
0.42 
1.77 
s.os 
2.70 
4.70 
0.78 
7.70 
6.18 
5.17 
5.17 

0:01:56.69 
0:02:27.10 
0:01:45.33 
0:01:07.% 
0:01:3!.38 
0:01:25.06 
0:01:04.58 
0:01:01.05 
0:01:23.57 
0:01:27.28 
0:01:35.78 
0:01:26.23 

+-----------+----------+-------+-------+-------------+ 
(+) Usan.jo pará•etros n,ñ y ;; 19•Jales a 5.00 

El al3or1tMo de diagona1ización presenta proble•as de precisión para 
flotas totales auy cercanas a la flota total afn¡~a factible (aenos de 
7000 uehiculosl. Esto se debe a que en tales casos, la aayoria d~ las 
lineas s~ encu~ntran en la cota de dotación e!nima y por lo tanto, el 
excedente de flota que existe entre la !lota total y la !lota total 
a!niaa, es Insuficiente, para que se alcance un equilibrio auy preciso. 

De los resultados presentados en la tabla 2. ~e desprende que un 
nóaero alto de diagonalizaciones no aporta significativaaente a la 
precisión de la solución del probleaa, cuando la precisión con que se 
resuelve cada sub-probleaa diasonalizado es baja. Por otra parte, parece 
a.3s efectivo exigir una aayor prec-isión en la solución de cada 
sub-pr0bleaa diagonalizado, lo que de acuerdo a los r~sultados obtenidos 
es aas efectivo para obtener una aejor solución al probleaa. En todo 
caso taabien parece deducirse que el probleaa no es tan asiaétrico coeo 
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en un rom¡enz¿ se supuso, lo que quiere der1r que la influencia rru:ada 
de l~s características de operación de una linea sobre los costos de 
operación de las otras, no es auy iaportante para loi ta•a~os de flot1 
considerados. 

La tabla 3 contiene los resultados obten1dos de la aplicación del 
al3orit•o ault1nivel, para distintas flotas totales operando en el 
siste•a y para distinto nóaero de iteraciones aultinivel. En cada caso 
para la soluc10n del n¡vel de los operadores se utilizO la opc16~ que 
habla resultado aas eficiente de acuerdo con los resultados de la tabla 
2. En la priaera coluana se especifica el taaano de flota considerado, 
en la se9unda el nóaero de iteraciones totales del algoritao aultin1vel, 
en la tercera, el nóaero de lineas no utilizadas en la solución final, en 
la cuarta coluana se especifica el nóaero de lineas que tienen dotacto~es 
en la cota para la solución obtenida, en 1¡ qui~ta se presenta el núaero 
de lineas que conver9ier6n con una precisión •ayor o i9ual a un bus de 
di!erenci; entre dos iteractones sucesivas. Finalaente, en la óltiaa 
coluana se especifica el tieapo de CPU consuaído en cada caso. 

TABLA N°3 
Al9oritao Kultinivel en la red mayor 

+-------+-----~---------+---------+---------+------------+ 
1 Flota IIter.l Hneas(+jlineas enf lineas 1 CPU 
1 Total 1 l no utii.l la cota lque conv.l 

total 1 
1 

+-------+-----+---------+---------+---------+------------+ 
11000 8 95 10 139 0:36:49.48 1 
11000 6 94 lO 140 0:29:54.07 1 
10000 8 99 ló 142 0:30:52 . 15 1 
10000 6 99 16 142 0:24:21.25 1 

9000 8 98 24 144 0:28:10.05 1 
9000 6 97 24 144 0:22:03.07 1 
8000 8 96 3ú 149 0:24:12.14 1 
8000 6 97 32 145 0:20:25.35 1 
7000 8 97 62 1&3 0:22:20.32 1 
7000 6 97 63 165 1 0:19:37.56 1 
&000 1 222 Jprob.r.o !actl 

~-------+-----+---------+---------+---------+------------+ 
(+) Usando al<Joritao CTH con restricción de transbordos para 

el cálculo de rutas a!niaas en aodulo CHEMIN de KADITUC 

El ná•ero de lineas no utilizadas al cabo de G u 8 iteraciones del 
algorit•o aultinivel es del orden de 94-99 buses, para todás las flotas 
totales ~robadas. Una linea de buses al no ser utilizada por pasaJeros 
en el nivel de asignación de usuarios de transporte público, se le as1gna 
frecuencia y dotación nula autoaaticaaente en el nivel de operadores, 
quedando eliainada del sisteaa. Para una flota de GOOO buses en la 
priaera iteración del probleaa aultinivel, el sisteaa colapsa; ya que, ~1 

probleaa en el nivel de operadores no es factible. Esto, se debe a que 
la flota a!niaa total capaz de cargar todos los pasajeros asignados por 
HADITUC, es de &686 buses, cantidad superior a la flota de 6000 buses 
operando en el sisteaa. 
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