ASIGHACION DE TRANSPORTE PUBLICO CON RESTRICCIOR
DE CAPACIDAD: PLANTERMIERTO Y FORMULACION

J. &e Cea Ch. y J. Enriques Fernéndez L.
Pontificia Universidad Catélica de Chile
Deparfamente de Ingenieria de Transporte, Casilla 6177, Santlage

Resumen

Una de las limitaciones m&s importantes de los modelos operacionales
de asignacién a reves de transporte piblico es la no consideracién del
fenémeno de congestion. En general se supone que las funclones de costo
{tiempo) generallizado de viaje son independientes del flujo de pasajeros
scbre la red. Esto, ha dade origen a formulaciones lineales del problema
para las gue existen algoritmos eficlentes de solucién.

En este trabajo, luege de una muy breve discusién sobre el estado
del arte en la materia, se plantea el problema de aslignacién a redes de
transporte ptblice con restriccién de capacidad, se presenta una
tormulacién general de eguilibrio, en la que los costos de espera son

funciones de los flujos de pasajeros y se propone una serie de métodos de
solucién.
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1. Introducclén

Una de las principales limitaciones de los modelos operacionales de
asignacién de transporte pbblice es la no conslderacién del fenémeno de
congestién. En general se supone gue las funclones de costo ({(tiempo)
generallizado de viaje son Independientes de los flujos de pasajeros sobre
la red, lo gue da origen a formulaciones lineales del problema, para las
que existen algeritmos eficientes de solucién.

En el caso del transporte privado, en el que la importancia de la
congestién resulta mis evidente, los modelos aceptables de asignacién
consideran funciones de costo no lineales y crecientes con los flujos.
En este caso, una vez planteadas las condiclones de equilibrio sobre 1la
red, ha sido posible formular problemas de optimizacién no lineales para
lo que se han desarrollado tamblén algoritmos de soluclién muy eflcientes.

Entre las causas de este desigual grado de desarrollo de los modelos
de asignacién de viajes (ptblicos y privados) cabe destacar 1las
siguientes: )

a2} La naturaleza especlal de los viajes en transporte ptblice implica
la construccién de redes complejas, ef las que no sélo deben
representarse las etapas de acceso y viaje en vehiculo, como en el
caso del transporte privado, sino ademds el pago de tarifas, tiempos
de espera de vehiculos y tiempos de transbordo. Todo esto se
traduce, ademds, en que los tlempos de calculo computacional
requeridos para resolver este problema de asignaclén son
considerablemente mayores gque para el caso de transporte privade.
Por esto, en muchos casos el tratamiento de redes de gran tamafio ha
quedado limitado por los recursos computacionales dlsponibles.

b} En los palses Industrializados, en los que han sido
desarrollados la mayor parte de los modelos existentes, 1los
servicios de transporte pfblico operan muy por debaje de su
capacidad, por lo que el fenémeno de la espera de los pasajeros se
simplifica considerablemente al suponer que dichos tiempos son
independientes de los flujos sobre las lineas en operacién.

¢} La mayoria de los modelos de asignacién de transporte péblico
existentes carecen de una formulacién matemitics explicita., Varios
de ellos corresponden a definiciones directas de algoritmos
correspondientes a  adaptaciones de técnicas de asignacién
normalmente usadas en transporte privado. Esta carencia de
formulaciones matewdticas del problema ha constituido un £reno al
planteamiento de modelos mis complejos.

La investigacién que ha dado orlgen a este trabajo busca estudiar el
problema de asignacién de viajes a redes de transporte pfblico en forma
general, considerando todas las caracteristicas relevantes de este
sistema, en especial aquellas que son propias de 1los paises en
desarroilo. En este contexto, surge como objetivo general el liberar a
los modelos de asignacion a redes de transporte péblico de la limitacién
seBalada en el primer parrafo de esta secciédn.
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» pesar de gue el problema de asignacién de viajes a redes de
transporte ptblico ha sido estudiado por muchos autores en el pasado, muy
poco, © casl nada, se ha avanzado en la formulacién de modelos de
eleccién de rutas en redes con capacidad.

TRANSEPT {ver Last y leak, 1976) asigna viajes a 1lineas comunes,
considerando la capacidad y tiempo de espera de cada linea, usando un
proceso iterativo. Dado gue la carga se hace arco a arco para cada ruta,
el procedimiento parece sclamente adecuado para redes radiales.

spless ({1983} generaliza su modelo lineal al caso en que el costo
{tiempo) de viaje en vehiculo sobre un arco de la red es una funclén
creciente del flujos de pasajeros sobre dicho arco. Define las
condiciones de equilibric y demuestra que el problema es equivalente a un
problema de minizacién convexa que puede resolverse medlante wuna
adaptacién del wétodo de Frank Wolfe,

Una formulacién similar a la anterior ha sido propuesta por Nguyen y
Pallottino (1985); a partir del concepte de hipercamino, plantean un
problema de eguilibrio.

Ambas  formulaclones, sin embargo, eluden el problema de 1la
restriccién de capacidad asoclado al fenbémeno de espera de los pasajeros
y relacionan la "congestién® a un problema de “comodidad™ de viaje. Este
enfoque’es inadecvado para modelar redes como las existentes en Santlago,
en que sin duda alguna 1a restriccién de capacidad de 1los vehiculos
afecta principalmente el tiempo de espera de los viajeros.

En este trabajo se presenta una formulacién preliminar de un modelo
de arignacién de viajes a redes de transporte peblico con capacidad, en
el que dicha restriccién estd ligada al tiempo de espera en paraderos.
En la seccién 2 se discute el problema de eleccién de rutas en tales
redes, en tanto la seccion 3 presenta una primera formulacién analftics
para este enfoque. En la seccién 4 se anallzan distintos métodos de
solucién y finalmente en la seccién 5 se presentan algunas conclusiones y
recomendaciones para el trabajo futuro.

2. Motacién y supuestos baslicos

2.1. Notacién y algunas definiciones

Con el objeto de permitir una mejor comprensién del problema a
tratar, se definen a continuacién los conceptos de 1linea, secclién de
linea, ruta y seccién de ruta.

Denominaremos linea de transporte pfblico, o simplemente linea, a un
servicio de vehiculos de una determinada capacidad y frecuencia con un
itinerario fijo definldo por una secuencia de nodos de la red.

Una seccién de linea es un tramo de una linea comprendido entre dos
nodos no necesariamente consecutivos,

Una ruta de transporte péblico define la forma de realizar un viaje
entre un nodo de origen y un nodo de destino. A ella se asocla dos tipos
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de informaclén diferente. En primer lugar una secuencla de nodos, en la
que ademéds de 1los nodos de origen y destino se indican los nodos de
transbordo (s! los hay). Esta secuencia, define el nodo inlcial y £inal
de cada una de los tramos que conforman la ruta (nodo origen~primer mnodo
de transbordo, primer node de transborde-segundo nodo de
transbordo,..... t1timo nodo de transbordo-nodo de destino). Cada uno de
estos tramos tlene asoclado el conjunto de lineas percibidas como
equivalentes por los viajeros del tramo.

Los tramos de rutas antes sefialados y los conjuntos de 1lineas
asociados a ellos reciben el nombre de secciones de ruta.

A continuacién se presenta la notacién a utilizar en lo que sigue de
este trabajo:

G(¥, 8} : grafo en que N representa un conjunto de nodos y § un
conjunto de secciones de ruta.

v s conjunte de pares origen destino de viajes entre
nodos de N. .

1 4 : conjunto de rutas percibidas en la red por los
usuvarios.

Py : conjunto de rutas percibidas por los usuarios entre el
par w £ V.

by : flujo en la ruta p e P.

H : vector de flujos en las rutas de la red.

Vg 3 flujo sobre la secclén de ruta s € 8.

v s vector de flujos en las secciones de ruta.

Lg : conjunto de lineas que conforman la seccién de ruta s €
S.

vsl : flujo en la linea 1 ¢ Lg sobre la seccién de ruta s.

vi1 + Viajeros de la 1linea 1 que la aberdan en un nodo
anterior a { y se bajan en un nodo posterior a i.

£y ¢ frecuencia de la linea 1.

8sp : elemento de la matriz de incidencia seccién de ruta que
toma el valor 1 si la seccién de ruta s pertenece a la
ruta p y & en otros casos.

tvg ¢ tiempo promedic de viaje sobre la seccién de ruta s (se
supene constante).

teg : tiempo promedio de espera asoclado a la secclién de

ruta s {funcién creciente del vector de flujos V}.
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Cs ¢ tvgtte,, costo redio total asocliado a la seccién de
ruta s {funclén creciente del vector de flujos Vj.

c . vector de costos promedio totales esociados a las
secclones de ruta.

cp : costo promedio tetal de la ruta p ( ¢p =s§scsdsp }
c : vector de costos promedio totaies asociados a las rutas.

2.2 Hipétesis sobre el comportamiento de los usvarios

_El aspecto central del problema de eleccién de rutas en redes de
transporte pfiblico con capacidad 1o constlituye el fenémeno de la espera.

En redes de transporte péblico “congestionadas®, como ocurre
normalmente en sistemas urbanos de palses en desarrollo, la sobrecarga de
los servicios se traduce en aumentos importantes de los tiempos de espera
de los pasajeros. Por este wmotivo, en tal slituacién parece recomendable
suponer que, en general, el tiempo de espera de un viaje sea una funcién
creclente de los flujos en la red.

Aceptada esta hipdtesis, es necesarlo profundizar en el problema y
establecer el comportamiento de los viajeros, para lo que es muy
importante saber qué esperan cuande se encuentran en un paradero. Al
respecto, los trabajos de Le Clercq (1372), Chriqui (1974), Chrigul y
Robillard (1975) y Spless {1983) se basan en la idea que los viaieros
conocen a priori un conjunto de “lineas atractivas" para realizar su
viaje y que abordan, d= entre ellas, la primera disponible. Esta
suposicién ha dado origen, en el caso de los wmodelos sin capacidad, al
modelo de aslgnaclén a rutas minimas, planteado por Chriqui (1974) vy
formulado matemdticamente por De Cea (1986}, y al modelo de asignaclién a
estrateglias é6ptimas propuesto por Spless (1983),

Ko existen motivos para hacer hipétesis diferentes en el caso de
censiderar el problema de la capacidad, por lo gue supondremos en este
caso gque para efectuar su viaje (o una parte de &1 si tiene transbordos)
el viajero espera un conjunto de lineas que le son atractivas para
realizar el viaje y no una linea en particular. Este &ltimo caso se
presenta solamente cuando para reallzar un viaje existe una linea énica.
A nivel individual, cada viajero escogerd la primera linea disponible de
las atractivas y a nivel agregado los pasajeros que viajan entre dos
nodos dados se repartir&n de alguna forma entre todas ellas.

Es Importante tener presente que entre los viajeros que esperan ser
servidos en un nodo determinado hay distintos grupes, segin tengan
destinos de viaje diferentes, ya que el conjunto de 1lineas atractivas
serd distinto para cada uno de ellos. Por lo tanto, dos viajeros
distintos que abordan una misma linea en el =nismo nodo de origen
experimentardn, en general, distintos tiempos de espera si van a
diferentes destinos. Dado que cada uno de ellos esperard un conjunto
diferente de lineas cuya frecuencia total es distinta, el tiempo esperado
de espera serd diferente. —
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supondremos por lo tanto gue el tiempo que un viajero espera en el
paradero de origen para poder obtener el servicio depende de la capacidad
disponible del conjunto de lineas que le son atractfvas para realizar su
viaje. Esta capacidad serd lgual a la suma de las capacidades disponibles
de cada una de las lineas que componen el conjunto atractivo. A su vez,
la capacidad disponible de cada linea en un nodo (o paradero) serd Igual
a la capacidad total de la linea, que resulta de multiplicar ls capacidad
de cada vehiculo por la frecuencia de la linea, menos los pasajeros gue
subleron antes del nodo analizado mhs 1os que se bajan en el nodo; todo
esto por unldad de tiempo. Dado que lo que el viajero espera no es una
linea en particular, sino que un conjunto de 1fneas, lo que Interesa
considerar no es la capacidad disponible de cada linea sino que la del
conjunto de lineas correspondientes. El serviclo relevante para el
viajero es el provisto por dicho conjunto y dado gue es indiferente a
cualquier linea que pertenezca a &1, tomars la primera de ellas que
llegue al paradero y tenga capacidad disponible.

Lo anterior signiflca que el proceso subyacente de carga a la red de
transporte piblico puede desagregarse en dos niveles: en el primer nivel
tenemos un proceso de asignacién de usvarios a secciones de ruta que
contienen varias lineas comunes gque son indiferentes para el usuarfo.
Este percibe dicho conjunto como si fuera una sola 1linea con wuna
frecuencia total y una capacidad total.,

La decisién de utilizar una seccién de ruta dependerd del tiempo
total de viaje sobre la ruta a la que pertenece. En un segundo nivel
tendremos el problema de asignaclién de los usuarios de una seccibén de
ruta a las lineas que la componen. Dado que cada usuario tomard el primer
vehiculo que llegue al paradero que pertenezca a cualqulera de las lineas
de la seccién de ruta analizada y posea capacidad disponible, la cantidad
de pasajeros gue se suben a una linea en un nodo serd proporcional 2 su
frecuencia si es que posee capacidad.

Una complicacién Importante de este problems se deriva de gue una
misma linea perteneceréd en general a varias secciones de rutas distintas
y esto por lo tanto hace que la capacidad disponible de una seccién de
ruta dependa de los flujos de las otras secciones a las que la aisma
1fnea pertenece. Esto significa que el costo ¢ tiempo de viaje sobre una
secclén de ruta dependerd no sélo del flujo que la utlliza sino también
de los flujos que utllizan otras secclones de ruta.

£l modelo que se propone en este trabajo asocia, en forma explicita,
un tiempo de espera a cada grupo de usuarlos en cada nodo de la red, que
como se verd depende, en general, de los flulos de viajeres de otros
grupos., Para esta presentacién se ha limitado el concepto de 1lineas
atractivas al concepto de lineas comunes, definido en Chrigui (13974).

Finalmente, en este caso supondremos que todas las lineas que unen
un “nodo origen con un nodo destino determinado son comunes. Al respecto
debe recordarse que cuando no se consldera la capacidad, sélo un
subconjunte de esas lineas es considerado atractivo., Al existir 1la
restriccién de capacidad en cambio no debe exlcuirse a3 priori ninguna
linea del conjunto de lineas potenclalmente atractivas, pues podria
suceder que aguella fuera la énica con capacidad disponible en el nodo de
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2.3 Codificacién de la red

Pe todo lo anterior se desprende que es conveniente codificar la red
de transporte péblico en términos de secciones de ruta. Una secclén de
ruta entre dos nodos representa una linea ficticla compuesta de todas las
lineas comunes existentes entre ellos.

asi, una ruta sin transbordo estar& constitulda por una seccién de
ruta en tanto un viaje a través de una ruta con "n" transbordos estaréd
formada por "(n+1)" secciones de ruta.

La Flig. No. 1a) ilustra una red codificada en términos de lineas y

la Fig. No. 1b) representa la misma red codificada en términos de
secciones de ruta.

De acuerdo a lo establecido anteriormente, cada seccién de ruta es
utilizada por un determinado grupo de viajeros, quienes perciben un
tiempo de espera (que es una funcién creciente de los flujos sobre tedas
las secclones de ruta) y un tiempo de viaje que es constante
{independiente de los flujos sobre las secclones de ruta). De esta
forma, a cada atco de esta red ficticia ( que representa una seccién de
ruta) se puede asociar un costo total (espera mas tiempo de viaje) que
serd una funcién creclente del vector de flujos.

Por lo tanto nuestra red estard compuesta por arcos que correponden

a secciones de rutas y cuyas funciones de costo tendrdn la sigulente
forma:

cg = c(vs/uxis) n

en gque Kis es la cgpacidad disponible de 1a seccién de ruta s en el nodo
1. Por lo tanto Ky~ tendrd la siquiente expresién:

K;s = b f3ky - L vy (2)
lekg leLg

en que Xj representa la capacidad de un vehiculo de la linea 1 y vy; es
fgual a la cantidad de viajeros de 1a linea 1 que abordaron 1a linea en
un nodo anterior a { y se bajaran en un nodo posterior a 1. 0 expresado
de otra forma, vy es lqual al flujo de pasajercs que la lfnea trae al
llegar al nodo | menos los que se bajan en dicho nodo.

En la Fig. No.2 se presenta graficamente la.forma tipica de una
funcién de costo sobre una seccién de ruta. La constante B sirve como
pardmetro de ajuste a fin de hacer que la pendiente de ¢ sea mayor o
menoz; en general se usard un valor de N menor que la unidad, a fin de

lograr que el costo sea elevado cuando el flujo de la seccién se aproxime
a su capacidad.
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A continuacién se proponen dos tipos de funciones que podrian
utilizarse para expresar Cg:

c e 81 vg MK1S
tg = (3)
{ e(vs/Kl’)a 81 Vg pxi’

donde ¢ un costo fijo de espera para baja utilizacién.

Otra alternativa es utllizar una funcién de la forma de las
atilizadas en redes de transporte privado:

cg = A+ B (v,/)llf). i

Bl problema de eleccién de rutas sobre una red asi definida se
reduce a un problema de equillbrio en redes con funclones de costo no
separables.

3. Pormulacién Matemdtica

Supondremos que los usuarios de la red de transporte péblico se
comportan de acuerdo con el primer principlo de Wardrop (Wardrop, 1952),
aplicado a wuna red codificada de acuerdo a lo presentado en 2.3. Los
usuvarios tomar&n en cuenta los costos de viajar a través de todas las
rutas alternativas posibles sobre la red y escogerdn aquella gque
represente el menor coto total de viaje. Por lo tanto, una asignacién de
tlujos de equilibrio cumplir& con las sigulentes condiciones:

*
=Cy , ¥peEP,/ hpl
<p (5}

L ]
:Cy , ¥pePy/ hpd

Bs obvio que andlogamente a lo que ocurre en el caso del problema de
asignacién a redes de transporte privado con congestién (ver Fernindez ¥
Friesz, 1983} las condiciones de equilibrio pueden también expresarse
mediante la sigulente desigualdad variacional:

* L 4
C(H J(R -H)s8# , #Hea (8)

en que H. es el vector de flujos en rutas para la solucién de equilibrio
y & es el conjunto de f£lujos factibles. El conjunto 2 queda definido potr
las siguientes ecuacliones de continuidad y no negatividad que deben
cumplirse sobre la red definida en 2.3:
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Dhy v Ty S WEW n

pEPy
£ hplsp = Vs Y 8
peP
vel = VglEi/E £5) WS £ B, ¥ € Lg 9
1
hp 2 8 P (19)

Debe notarse gue la ecuacién {9} asequra también que la suma de los
flujos de cada linea 1 e Lg sea igual a] total de flujos sobre 1la
seccién. A su vez, la no negatividad de vg', vy ¥ Ty, esté asequrada por
la condicién (18} en conjunto con el resto de las restricclones.

Bs posible también formular la deslgualdéd {6) en términos del
vector de flujos en secciones de rutas V:

eV v -v) s 9 ,WeeR (11)

Como puede verse, no hemos incluido explicitamente una restriccién
de capacidad para los flujos de cada 1linea o secclén de ruta.
Similarmente al enfogue adoptado tradicionalmente en los modelos de
asignacién de equilibrio en redes de transporte privado, estamos
suponiendo que no existe una capacidad rigida pero a través de 1las
funciones de costo utilizadas (ver seccién 2.3) se estd haciendo que el
costo de wviaje aumente significativamente a medida gque los flujos se
aproximan a la capacidad. Con ello se desalienta la utllizacién de
aquellas rutas y secciones de ruta més congesticnadas. A pesar de gque
esto constlituye vna simplificacién gue no asequra en forma absoluta gue
no existan li{neas o secclones de ruta congestionadas, tal simplificacién
ha mostrado funcionar bastante bien en 21 caso de redes privadas. En todo
caso, 13 formulacién usada debiera producir un avance significative en
cuants al realismo de las soluciones obtenidas para redes de transporte
péblico congestionadas con respecto a las soluciones obtenidas aplicando
los modelos disponibles gue suponen costos independientes de los flujos.
Una evaluaclén definitiva sdlo sera posible una vez que el enfogue
propuesto sea implementado y se realicen experlenclas que permitan
analizar y comparar los resultados obtenidos.

4. Enfoques de Solucién

Dado gque el problems planteado posee las mismas caracteristicas
formales, en términos matemAticos, que el problema de asignacién a redes
de transporte privado, se puede usar el mismo tipo de métodos de solucién
(ver Fernéndez y Friesz, 1983).

Sin embazgo es necesario tener presente gque en este caso las

funciones de costo tienen jacoblano asimétrico, por 1o que los métodos a
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utilizar deberdn ser aguellos que consideran redes con tales
caracteristicas.

El método mas vsado en transporte para resolver problemas del tipe
(6) 0 (11) es el que recibe el nombre de diagonalizacién (ver Fernndez y
Friesz, 1983) y que corresponde en general al enfoque de Jacobl para la
solucién de ecuaciones lineales o no lineales (ver Ortega and Reinboldt,
1978; Pang and Chang, 1971). La idea detris de este procedimiento es la
siguiente: considere que todos los flujos de la red son £ijos a excepcibn
del flujo correspondiente a la seccién de ruta analizada, de tal forma de
crear funciones de costo separables que poseen Jacoblano simétrice. A
este procesc se le denomina "diagonalizacién® ya que el Jacobiano
obtenido es dlagonal. Para tales funciones el problema (6) o (i1) es
equivalente a un problema de programacién no lineal del siguiente tipo:

Min £ s cixa (12)
{vgl ses Is BRI

8.a. ecuaciones (7), (8), (%) y (18)

El problema (12) es un problema con funcién objetivo no lineal y
restricciones lineales y por lo tanto puede 1resolverse mediante 1la
aplicacion de algin método apropiade, como por ejemplo el de Frank-wolfe
que ha sido ampliamente usado en problemas de asignacién a redes de
transporte (ver Fern&ndez et al, 1986 y Bravo y Fernéndez, 1967}. Una
vez obtenida la solucién al problema (12) las funclones de costo se
vuelven a diagonalizar en torno a una nueva solucién y se vuelve a
resolver el nuevo problema (12) asi obtenido. El procedimiento se repite
hasta que la solucién converja de acuerdo a una tolerancia o error
predefinido.

El método serd garantizadamente convergente si{ se cumplen clertas
condiciones suficlientes. Dafermos {1981) desarrolla condiciones para la
convergencia global y Florian y Spiess (1981) proveen condiciones
suficientes para la convergencia local. Las condiciones son en general
bastante exigentes y en la préactica resultan imposibles de utilizar. 1a
experiencia préctica en la utilizacién del método ha probado sin embargo
que para funciones del tlpo de las utllizadas en el presente trabajo el
algoritmo de dlagonalizacién es generalmente convergente.

Existen otros métodos posibies de utilizar para la solucién del
problema (11) como el de planos cortantes (ver Nguyen y Dupuis, 1984 y
Fernéndez et al, 1986).

5. Conclusiones

En este trabajo se ha presentado un modelo de asignacién de
equilibrio a redes de transporte pablico con capacidad y se ha propuesto
distintos métodos de solucién. A partir de una codificacién especial de
la red, en términos de secclones de ruta con costos dependientes de los
flujos, el problema ha sido formulado en la nisma forma en que
tradicionalmente se ha formulado el problema de equilibrio en redes de
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transporte privado con funciones de costo no separables. Por lo tanto, se
propone utilizar en este caso los mismos enfoques de solucién.

En cuanto al trabajo futuro, la investigacién se centrard en 13
prueba de los distintos métodos de solucién propuestos y en la evaluacién
de los resultados obtenldos en comparacién con los entregados por los
wmodelos de asignacién de transporte péblico tradicionales.
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al Red codificada en términos de lineas

S1(L1,L2)

S3(Li, L2)

b} Red codificada en términos de secciones de ruta

Fig. 1 Codificacicn de una red de Transporte piblico para
tratar el problema de asignacidn con capacidad.
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Fig. 2 Forma de la funcién de costos en la seccidn de la ruta
s para flujos dados en todas las seccione de ruta
restantes.
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