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Resumen

Este trabajo plantea y analiza diferentes alternativas de modelacién en el
contexto de Equilibrio Oferta~Demanda en Redes de Transporte Multimodales
con Modos Combinados.

Se proponen tres enfoques de modelacién para la eleccién de modo y ruta
por parte de los usuarios y para la eleccién del punto de transbordo en el caso de
modos combinados. Ellos se diferencian respecto de la composicién y estructura
de los modelos de demanda y oferta asi como de sus interacciones. El primero
supone que todas las decisiones de los usuarios en cuanto a eleccién de modo
pueden ser integradas en la modelacién de la red y determinadas por el proceso
de eleccién de ruta. El segundo enfoque supone que la eleccién de modo debe
realizarse mediante un modelo separado de demanda pero la eleccién de punto de
trasbordo para los usuarios de modos combinados se plantea como un problema
de ruteo en la red. El tercero, supone que tanto la eleccién de modo como la de
punto de transbordo deben situarse explicitamente en la etapa de demanda.

Se definen las condiciones de equilibrio supuestas para cada enfoque de mo-
delaci6n y se plantean formulaciones mateméticas para cada modelo propuesto.
Finalmente se muestra que todas las formulaciones permiten obtener las condi-

ciones de equilibrio correspondientes a cada planteamiento.
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1. INTRODUCCION.

Durante los dltimos diez afos se han obtenido importantes avances en la
formulacién de modelos matemé4ticos que permitan analizar y predecir estados
de equilibrio sobre redes de transporte multimodales. Igualmente, distintos al-
goritmos de solucién han sido propuestos en la literatura, con el fin de obtener
resultados numéricos en casos précticos (Florian, 1977; Abdulaal y Leblanc, 1979;
Aashtiani y Magnanti, 1981; Dafermos, 1982; Florian y Spiess, 1983),

Sin embargo, los modelos formulados emplean una representacién de modos
de transporte que presenta importantes limitaciones para su aplicacidén prictica.
Esta representacién se basa en el concepto de modo abstracto generalizado (Dafer-
mos, 1982) o considera explicitamente sélo modos “puros” (Florian y Spiess,
1983), entendiéndose por modo puro a un servicio que utiliza una sola tecnologfa
de transporte entre el origen y el destino del viaje (Ej. Auto, Bus, Metro, etc).

Con ello, se plantean problemas cuando dichos modelos se pretenden utilizar
para el analisis de sistemas de transporte reales que presentan una participacion
creciente de “modos compuestos”. Se denomina modo compuesto a un servicio
de transporte que utiliza distintas tecnologfas, en distintos tramos de viaje, con
diferentes secciones, cada una de las cuales ocurre sobre una red diferente y unidas
por arcos de transbordo. (Ej. Auto-Metro, Bus-Metro, Taxi-Metro, etc).

La consideracién explicita de modos compuestos ha sido normal en el an4lisis
de la demanda (especialmente en la modelacién de la “particién modal”). Sin
embargo, ellos no han sido nunca explicitamente considerados en la formulacién
de modelos de redes con equilibrio multimodal. Una solucién adecuada de la
representacién de estados de equilibrio en una red de transporte multimodal con
modos compuestos debe entregar respuestas para las siguientes preguntas concep-
tuales: Qué decisiones de los viajeros, correspondientes a la eleccidén de servicios
compuestos deben ser consideradas en la modelacién de demanda? (particién
modal y /o distribucién) y cuéles como un problema de modelacién de equilibrio
sobre la red? (eleccidn de rutas). En tal caso, cémo lograr que la formulacién
correspondientes a los modelos de demanda y oferta sean consistentes?

Qué cambios es necesario introducir en la formulacién analftica de los mo-
delos de equilibrio en redes, a fin de incluir explicitamente la consideracién de
modos compuestos? Cémo afectan tales cambios a las propiedades mateméticas
del problema ? '

El objetivo del presente trabajo es enfrentar tales preguntas (que no han
sido formalmente abordadas a la fecha) a fin de formular modelos de equilibrio
multimodal con la consideracién explicita de modos compuestos.
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2. MODELACION DE MODOS COMPUESTOS.

De los diversos modos compuestos existentes en un sistema de transporte
urbano, se considerard la combinacién auto-metro, como un modo compuesto
relevante para el andlisis del equilibrio multimodal. Se supone conocida una
matriz {7; ;} de viajes personales entre el par O — D (i, ), luego la etapa de
anélisis de demanda se limita exclusivamente a la particién modal.

Una alternativa compuesta de viaje entre centroides i y j ( con w = (i, 7)),
se define como un viaje con dos secciones principales: la primera se realiza en
vehfculo sobre la red vial, desde el origen ¢ hasta la zona de estacionamiento ¢,
localizada en las inmediaciones de una estacién de metro ¢/, y una segunda seccién
entre dos estaciones sobre la red metro; ambas secciones estdn conectadas por
un “arco de transbordo”™, que incluye costos de estacionamiento del automévil y
acceso desde alli hasta el andén de la estacién de metro. Por lo general habrd un
tercer tramo de viaje (final) desde la estacién de bajada hasta el destino j.

Los dos aspectos principales en el tratamiento de equilibrioc multimodal con

modos compuestos son;

1. Eleccién de modo de transporte, este se relaciona con las siguientes
preguntas: Cémo identifica el usuario al modo compuesto? Cémo se le presenta
la decisién de eleccién o cudles son los principios de comportamiento individual
con respecto a la eleccién entre modos, incluida la alternativa compuesta ?

2. Eleccién de punto de transbordo (para los usuarios de modo compuesto),
esto se refiere a: Cémo se le presenta al viajero la eleccién de punto de transbordo?

En qué supuestos de comportamiento individual se basa?

De estas preguntas, se deriva otra pregunta fundamental: Qué decisiones de
los usuarios deben considerarse en el sub-modelo de demanda y cudles deben con-
siderarse en el sub-modelo de oferta 7 Dependiendo de las respuestas que se den
a las preguntas formuladas, se obtendrin distintas alternativas de modelacién.

Definicién de la Red y Rutas.

En la definicién de los tres modelos que se presentan en las secciones que
siguen, se consideran diferentes redes modales: i} red auto A, la cual contiene
sélo arcos de la red auto, ii) red metro M y iii) red compuesta auto-metro A+ M,
que corresponde a la superposicién de las dos redes anteriores unidas por arcos
de transbordo; sobre las redes se define:
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Pg : Conjunto de rutas entre pares O-D w = (1, ) sobre la red auto.

PR : Conjunto de rutas entre pares O-D w = (4, j) sobre la red metro.
P2 : Conjunto de rutas entre pares O~D w = (1, §) sobre red compuesta.
P, ., : Conjunto de rutas compuestas entre pares w = (1, 3) sobre la red A + M.
P : Canjﬁnto de rutas auto que conectan origen ¢ con transbordo t.
"T}' : Conjunto de rutas metro que conectan transbordo ¢ con destino j.

Funciones de Costos en Arcos

Los modos auto y auto-metro comparten la infraestructura vial (red auto),
luego el costo de viaje sobre un arco ¢; depende de los flujos de ambos modos.
Los usuarios experimentan idéntico costo al transitar por los inismos arcos: ¢f =
¢f = ¢, I € A; considerando funciones de costo de tipo BPR:

St ) =t b+ ) =arb(f)", leA 1)

donde f* es el flujo en modo auto en arco !, f es el flujo en modo compuesto en
arco ! y f, es el flujo total del arco, todos en unidades de vehiculos equivalentes,
Ademis, el efecto de congestién marginal de un usuario de auto sobre el costo de
un usuario de auto-metro, es idéntico al efecto de congestién marginal producida
por. un usuario de auto-metro sobre el costo de un usuarie de modo auto en la
iﬁ.fr.aestr.ucitu_ra compartida, lo que mateméticamente se representa como:

dc [?I} - ol (._f!)
. 3}‘? c aff '

To=fe+ftn ¥ ied ()

3. ALTERNATIVAS DE MODELACION
Enfoque Puro de Oferta.

En este modelo, la eleccién de modo compuesto como alternativa a oﬁfoa
modos (p’ums 0 compuestos) y la eleccién de punto de transbordo, se modelan
como problemas de asignacién sobre la red. Para e_:llo_, se utiliza una red que
integra a las sub-redes modales auto y metro unidas por arcos de transbordo, en
aquellos puntos en que ést4n fisicamente conectadas. Sobre dicha red se asignan
directamente los viajes de la matriz {g;;} de tal forma que el resultado cumple
con el primer principio de Wardrop (1952). Es preciso notar que sobre la red
utilizada existirdn tanto rutas puras como rutas compuestas. Esto determina
que entre un par origen destino, los viajeros utilizan un modo compuesto (ruta
compuesta) si su costo generalizado es igual al de las otras opciones (incluyendo
modos puros, si la opcién existe) y menor al de las opciones no utilizadas.



. =0, sihl>0
Cp —u {go: sihe=0, pEP, wWEW. (3)
donde u}, es el costo de operacién 6 valoracién objetiva del costo de viaje entre
el par w, C; es el costo de la ruta minima p y h; es el flujo sobre la ruta p; todos
valores de equilibrio. Finalmente, W representa al conjunto de todos los pares O
— D del sisterma. Nétese que en este caso estamoa considerando un solo tipo de
usuario (pasajero) sobre una red generalizada.

La particién modal se obtiene para cada par w sumando todoa los ﬂ.llJOG de
las rutas modales. Para el modo compuesto, se suma sobre todas las rutas que
van de { a § a través de algdn punto de transbordo t € T, /w = (5,7), donde T,
es el conjunto de todas los puntos de transbordo utilizados por alguna ruta para
unir el par w, que tienen flujo positivo.

Los supuestos de comportamiento individual asumidos en el presente mo-
delo son muy simplistas, no diferenciando explicitamente al modo compuesto
de otros modos puros, definiéndolo exclusivamente como una consecuencia de la
asignacién, Como consecuencia natural el modelo serd dificil de calibrar para
reproducir las elecciones reales de los viajeros y los flujos observados en las redes
de auto y metro.

Enfoque Intermedio Combinado Oferta—Demanda.

En este modelo, el modo compuesto (aut.o--metro) se considera explicita-
mente como un modo diferente a los otros y se utiliza un modelo de particién
modal, a fin de determinar la cantidad total de usuarios que lo utilizan entre todo
par w. Supondremos que el modo compuesto no es relevante cuando existe la
posibilidad de realizar el viaje sélo en metro y habrdn al menos dos alternativas
(auto y auto~metro) para cada par w en que el origen ¢ no posee acceso directo a
la red de metro, pero cuyo destino j es directamente accesible mediante un arco
de caminata desde una estacién de metro.

Supondremos el siguiente modelo Logit de eleccién modal, G}, basado en la
valoracién subjetiva de cada modo:

1
1+ exp— (oo + B(US ~ US*))’

Go Uy - UL = (4)

donde G, es la proporcién de usuarios que utilizan el modo auto para viajar de
iaj; U y US* representan la “desutilidad” o valoracién subjetiva del costo de

las opciénes modales auto y auto—metro entre el par w; ag,, 8 son parimetros
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de calibracién que deben obtenerse de observaciones de la realidad. Con el ob-
jetivo de que la asignacién y particicién modal sean consistentes, la asignacién
de las matrices modales de terminadas por (4) debe hacerse sobre la red modal
correspondiente a cada caso: los viajes en auto {g2 =7, - G5} deben asignarse
sobre la red de auto A y los viajes en auto-metro {¢2 = G, - G5} sobre la red
compuesta 4 + M. - :

Sin embargo, deben considerarse las interacciones de congestién sobre los
arcos de la red auto (calles y vfas urbanas) entre flujos de modos auto y auto-
metro. Los flujos asignados a cada red modal deberdn cumplir el primer principio
de Wardrop: '

=0, sih:>0
ke _ ke L P t
Cp™ —uy {20. sih, =0, p€(P},Pl), weWik=am )

donde W, es el conjunto de pares O - D que son conectados por al menos una
ruta del modo k. Es necesario considerar que todos los usuarios de modo auto-

metro que viajan entre w experimentan, bajo condiciones de equilibrio, idéntico
nivel de desutilidad UZ*: '

=0, siht>0
o% ok ¥ o] L)
G~ Ua { 20, sih;=0, p € (PS.), weW, (6)

en que: Ug" = (01 /v,)C5* +0;C** ,donde 0y, §2 son pardmetros de calibracién,
Yw es el factor de ocupacién de los vehiculos, CZ° y CZ**, representan el costo
objetivo de operacién de la ruta p (una de las rutas minimas en condicién de
equilibrio), sobre la seccién auto y metro del viaje compuesto respectivamente.

En este caso la red compuesta est4 codificada de tal forma que C§* contiene
el costo de estacionamiento del automévil y C;** contiene el tiempo de acceso
desde el estacionamiento hasta el andén del metro. Es decir, el dltimo arco de la
seccién auto de la ruta compuesta representa el estacionamiento y el primer arco
de la parte metro representa el acceso a la estacién. _

Es importante notar que en este enfoque distinguimos dos tipos de usuarios
sobre los arcos de la red A: viajeros del modo auto puro y viajeros del modo com-
puesto auto—-metro que estdn operando en la seccién auto de su ruta combinada.
La cantidad de cada uno de estos usuarios entre cada par w es determinada por
el sub-modelo de eleccién modal (4).

Este modelo permite considerar una valoracién subjetiva diferente de cada
alternativa modal y calibrar el proceso de eleccién basado en la realidad obser-
vada. Sin embargo, el proceso de eleccién de punto de transbordo es modelado
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segin una asignacién de equilibrio de tréfico no permitiendo incluir considera-
ciones de atractividad especial de las distintas facilidades de transbordo. Esto
puede ser una perspectiva muy simplista para modelar la variedad de efectos que
pueden definir la eleccién de punto de transbordo.

Enfoque Combinado Oferta—Demanda

Este modelo elimina las limitaciones del modelo anterior en la eleccién del
punto de transbordo para usuarios de modo compuesto, considerdndola como una
opcién que debe incluirse explicitamente en el sub-modelo de demanda. Con el
objetivo de determinar la proporcién de usuarios de modo compuesto entre el par
w que trasborda en t, {Gfu,:}» se considera un modelo adicional de tipo Logit G3,
que se agrega al sub-modelo de demanda:

oy _cmp = B2+ UgY)
Gfu,t(Uw,t) - EEﬂ:P-*ﬁ(f\r + U:,:r) ]
r

(M

donde {A + US",} representa la desutilidad o valoracién subjetiva de la opcién
modal auto-metro que utiliza el punto de transbordo t; A¢, # son parimetros del
modelo que deben calibrarse basado en observaciones de la realidad. La suma
del denominador debe realizarse sobre todos los puntos de transbordo disponibles

r € T,, para realizar el viaje compuesto.

A su vez, la valoracién subjetiva U, tiene la siguiente expresién:

Uge = (0 f"Tw)_“?:. + Oaully + Oace (8)

donde, 8y, 62, 63 son pardmetros de calibracién, 7., es el factor de ocupacién de los
vehiculos, u%” es el costo objetivo de la seccién de viaje en auto del modo combi-
nado, uf,‘; es el costo objetivo de la seccién de viaje en metro del viaje combinado,
finalmente ¢ es el costo de transbordo que incluye el estacionamiento y el acceso
hasta el andén de la estacién t'.

El representante de la valoracién subjetiva del modo compuesto es la ex-
presién Log-sum (Williams, 1977} de las desutilidades de las alternativas de
transbordo existentes, t € T,,.

Le = —(1/B) - In( ) exp{-B(Ae +US.)})y  weEWa (9)

tely,

Luego, el modelo de particién modal adquiere la siguiente forma:

1
1+ exp—(aa. + B(LE — Ug‘)) !
- 261- '

Go(ly —US") =

(10)



Por lo tanto, el niimero de usuarios de auto~metro que trasbordan en la estacién

de metro t estd dado por: {93, =7, * G - G}

De esta forma, para los usuarios de modo compuesto se determinan matrices O-D
intermedias, cuyos elementos generales son E:- 9oy )P gyt Luego, la etapa
de asignacién de trifico se simplifica, pues las matrices intermedias determinadas
por el modelo de distribucién se suman a las matrices modales auto {g3 } y metro
{90’} asigndndose sobre las sub-redes puras auto y metro. Como consecuencia
directa solo es necesario calcular rutas mfnimas sobre las redes puras auto y
metro, entre pares origen-destino (¢,j), origen~transbordo (4,¢) y transbordo-
destino (¢, 7).

Por lo tanto, el concepto de equilibrio de trifico se cumplir4 solo sobre las
redes puras auto y metro obteniéndose que para cada par w, todos los usuarios de
modo compuesto que utilizan el mismo punto de transbordo ¢ experimenta.n igual
costo de operacién en cada seccién del viaje compuesto (auto u$' y metro uy)
y naturalmente los usuarios de modo auto experimentan igual costo de operacién

as

ug".

th _ ke

w

=0, siht>0, pe{P2,P™ P3,PR 1)
>0, sihi=0, we (W.,,Wm) (5,£) € Wa, (,7) € Wi

Consideraciones Generales.

Al utilizar el Modelo 1, todas las rutas utilizadas (auto o compuestas) deben
tener igual nivel de desutilidad objetiva: uj, (ver (3)). Al utilizar el Modelo 2,
todas las rutas utilizadas de modo auto tienen igual nivel de desutilidad objetiva
u%®, todas las rutas de modo compuesto presentan igual nivel de desutilidad
subjetiva UZ", independientemente del punto de transbordo utilizado, pero u2*
y U’ serdn en general distintos y la diferencia depenederd de los valores de los
pardmetros de la funcién de eleccién modal tipo G, de (4).

Finalmente al utilizar el Modelo 3, todas las rutas utilizadas del modo auto
presentan igual desutilidad u3* (ver (11)). Todas las rutas de modo compuesto
que usan el mismo punto de transbordo t presentan también el mismo nivel de
desutilidad subjetiva: {UZ",}. Sin embargo las rutas de modo compuesto que usan
distintos puntos de transbordo t, pueden tener distinta desutilidad y la diferencia
entre ellas depende de los pardmetros de la funcién de eleccién G3. Sin embargo,
los usuarios del modo compuesto experimentan igual costo de operacién sobre
cada una de las secciones del modo compuesto: u?’ entre el origen ¢ y punto de
transbordo ¢ y uj’! entre el andén de la estacidn ¢’ y el punto de destino final j.
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4. FORMULACION MATEMATICA.
Modelo 1, Enfoque Puro de Oferta

Este modelo corresponde a un problema de equilibrio de trifico, sobre una
red compuesta, este puede ser representado utilizando el formulismo de las de-
sigualdades variacionales, como:

o(f)(f~ 1) >0, (12)

donde la solucién f* satisface las siguientes restricciones de continuidad:

Tu= ) h3+ ) AP+ 3 k3, wewW, (13)

pEPY pEPD pEPL ,
. .
fi = Z "—]'— Z leh; + Z: 6!;3"':! y l€A, (14)
wew " \pepPg, pEPS
o= 301 Y Gkt D Gkt |, leM, (15)
weW \pePg | . peP:
1 c. _ _
dofa=) —faw VA, (16)
keB} wew T ' '
fi 20, le (A, M), (17)
_ L silep; .
bip = {0, i no. le (A M) Yp,

hs, kgt y hy representan flujos en rutas p sobre la red auto 4, metro M y com-
puesta A + M, expresados en pasajeros; fi, | € A es el flujo de autos sobre el
arco | de lared Ay fi, I € M es el flujo de autos en red M; f3, , es el flujo de
pasajeros correspondientes al par w que utilizan el arco de transbordo (¢, t*); ji 9
es el flujo de vehiculos sobre el arco (k,t) que conecta un nodo k de la red auto
con la zona de estacionamiento t y Bf es el conjunto de nodos de la red auto que
accesan una zona de estacionamiento ¢ en forma directa, mediante el arco (k, ).
Las restricciénes (13) a (17) indican respectivamente: continuidad de la de-
manda total entre el par w (13); compatibilidad de flujos en arcos de la red auto
(14), metro (15), estacionamiento (16) y no-negatividad de los flujos (17).
* El problema definido por las ecuaciones (12) a (17) es equlvalente al siguiente

modelo de optimizacién:

(PI): min Z =8, Z/ c;(m d(z) + 0, E f ¢(z)d(x), (18)

(s)eqat leA leM
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donde 01* es el conjunto definido por las restricciones (13) a (17). En este caso
para simplificar la representacién (18), se incluyé el arco de transbordo en la red
metro. Sin embargo esta representacién tiene la desventaja de que los costos de
transbordo aparecen multiplicados por el mismo pardmetro &3 que el correspon-
diente a la red metro en vez de un nuevo pardmetro f5 que indica que para el
viajero, usar el arco de transbordo tiene una desutilidad particular distinta a la de
la seccibn auto o metro del viaje. Se puede incluir explicitamente la diferenciacién
considerando en la funcién objetivo un término adicional del tipo:

Teer
85 Z fo e (z)d(2) (19)

te'
Modelo 2, Enfoque Intermedio Combinado Oferta—Demanda.
Las condiciones de equilibrio (4), (5) y (6) correspondientes al segundo mo-
delo, son equivalentes a la siguiente desigualdad variacional (Florian y Spiess,
1983):

(FYTF-T) -G el oe —927) 20, (20)
la solucién f debe satisfacer las siguientes restricciones de continuidad:
Juw = 9u + 90, w € We, (21)
Ju =9y tou, weWn, (22)
@ = Z kS, w € Wy, (23)
pEFPS
gm= Y K, weWn, (24)
pEPD
o= ) kS, weW., (25)
PEPS ,
—_ 1
fl = Z :T—-n- Z 5;9.\'1; + Z 5{91'1:, , L€ Ar (26]
wew Y \pePy, pEPS

?l = E Z 6;',}!; + Z Efph;‘, ’ le Mr (27}

wEW \pePS , pEPD
1
Z e = Z — fittw vt (28)
kEB} wew
fi >0, le(A,M), (29)
_J1, silep;
bip = {0‘ si no. le (A, M}, Yp,
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Es necesario mencionar que dado que se tiene un modelo de demanda Gy que
determina separadamente matrices de viaje modo auto {92} y modo compuesto
{95}, los flujos 7, son vectoriales (ver (1) y (2)) ya que sobre cada arco de las
redes A y M tenemos dos tipos de viajeros (del modo puro correﬂpondiente y del
modo compuesto). Sin embargo, de acuerdo con (2), el Jacobiano de las funciones
de costo ¢;(f,) es simétrico, luego existe un problema de optimizacién equivalente

con solucién tnica.

De esta forma el modelo definido por las ecuaciones (20) a (29) es equivalente al
siguiente problema de optimizacién:

(P2): mm Z =48, Z} (Z)d(E) +63 z} a(x)d(Z)

leA leM

. [ G5l (y)dy, {f.9y €02 (30)

weW,
weEWm

donde N? es el conjunto definido por las restricciones (21) a (29). En forma
anéloga al primer modelo aquf se estd suponiendo que los arcos de transbordo
estan incluidos en la red metro; en otro caso se debe considerar otro término en
la funcién objetivo (30) igual al propuesto anteriormente (19).

Modelo 3, Enfoque Combinado Oferta—Demanda.

Las condiciones de equilibrio (7) a (11), definen al tercer modelo y pueden
obtenerse como las condiciones de optimaliddd del siguiente problema de opti-
mizacién, en que por simplicidad se supone un tratamiento del arco de transbordo
similar al considerado en el modelo anterior. Ademé4s, dado que lo que interesa
es mostrar la forma de considerar conjuntamente, modos puros y compuestos
alternativos, la siguiente formulacién se presenta para aquellos pares w en que
las dnicas alternativas son auto v/s auto-metro. Es trivial, aunque complica un
poco la presentacién, el agregar la alternativa metro.

(P3):  minZ = ellEZA jﬁ a(@)d(E) + 63;; f ci(Z)d(Z) (31)
+ (1/B)) g8 (ing — 1+ a) + (1/6) )Y a5 (ings , — 1),
w w teTe
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{s.a.} 2w =90 + 95, w € W,, (32)

g:: = E h;, w e Wa; (33)
PEFS

_ 1

D SE 5 3 sE TS SEATH NEPRe
wew ¥ \ pePs teTw PEPS

Fo= 2| X Y teho+ 3 Ghyy |, 1e M, (35)
weW \pEPT t€T, peEPT

ge=)_ h, v () (%)

. PEF i

=S v (69 @)
PEPT

g = th‘:}.ta v (it t) (38)
]

HED LA v (t) (39)

ge = zg:’u,t. . v (40)
0= 95, wEW, (41)
teTw
h, >0, p€{P;, P, P} (42)
_J1, silep ;o T
iy = {0’ SIER eM), v (43)

5. Condiciones de Optimalidad.

En esta seccion se mostrard, para el caso del tercer modelo como las condi-
ciones de equilibrio y (7) a (11), se obtienen por las condiciones necesarias de
optimalidad del problema (P3) definido por las formulaciones (31) a (43). En
forma andloga, aunque mds sencilla, se puede demostrar lo mismo para el caso
del Modelo 2 y para el caso del Modelo 1 resulta evidente.

El problema (P3) es de la forma: (Min Z, s.a: az=b;) y el corres-
pondiente Lagrangiano [ serd de la forma: £ = 3-{-2 Ai(b; — az), donde X; es el

multiplicador de lagrange correspondiente a la restri::{:ién i{. Para simplificar la
" notacién nos concentraremos sélo en aquellos pares O - D, w € W, que disponen
de las alternativas auto y compuesta.

El Lagrangiano considera explicitamente sélo tres restricciones, estas son:
(38) el nimero de viajes en modo compuesto, desde el origen 1 que utilizan trans-
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bordo ¢, debe ser igual a la suma de los viajes originados en s hacia todos los
destinos a través del transbordo ¢, (40) el nimero total de viajes en modo com-
puesto que utilizan el transbordo ¢, debe ser igual a la suma sobre todos los pares
O - D que trasbordan en ¢; (41) el nimero total de viajes en modo compuesto
entre un par O - D w, debe ser igual a la suma sobre todos los puntos de trans-
bordo ¢. Las otras restricciones se utilizan directamente en la funcién objetivo a
través de la derivacién en cadena de las condiciones de optimalidad. Finalmente

el Lagrangiano resulta igual a:

min :
{hpl'\i'll‘\h}H}

?l Tl
L= alzﬁ a(@)dEz) + 322/; ¢/(2)d(3)

€A leM

+ (1/B)Y_ 45 (Ingd ~1+a)+(1/B)Y Y 95 (ingl . —1)

w teT.
+ Z At Z S’fu,t - 9%
it i
+ Zr\: (Zg:,. "'gt)
t w
r Yo (Taeew) (40
w t

Asumiendo que sélo se analizan pares O -D w € W, las variables relevantes son:

hp, p€ Py
hp.n P € P:: {Al'.h ‘\h Aw}
hm PE Ps?

El multiplicador A; ., se puede interpretar como el precio sombra del costo
de viaje entre el origen ¢ y transbhordo ¢, A, como el precio sombra del costo de
viaje en modo compuesto entre el origen § y destino j y A, como el precio sombra
de utilizar el transbordo ¢, el que se refiere en general a su atractividad,

Es necesario notar que dado que el Jacobiano de {¢;(%)} es simétrico tal como
se demostré anteriormente la solucién de la integral de linea del primer término en
(31) estd definida y es Gnica. Ademds, dado que las funciones ¢;(Z) son monétonas

crecientes en %, todos los términos de la expresién (31) son convexos, luego las
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condiciones de optimalidad de Khun-Tucker (Zangwill, 1969) son necesarias y
suficientes para garantizar la optimalidad de la solucién: {h}}.

Si derivamos en forma parcial £, con respecto a las variables mencionadas, se
tendré:

8L/3hy = (8:/7.)CS + (1/B) (Ingl + ) +Xu, pEPS,  (45)
BL/3hy = (01/70)C3 — Aint, pE Py,  (486)
AL[Bhy = 02C + (1/B)ingl, ¢ + Xie + At + Aw, € R}, (47
AL/ =) g5, — 9ts vt (48)
BLIAN = Z Gu.e ~ it v (i,t), (49)
. _
AL/ONy =Y _ g5, — 95 weW,, (50)
t

De acuerdo a las restricciones de no-negatividad (42) se tiene que k}, p € Pg,
alcanzar4 el valor éptimo (solucién de equilibrio) cuando:

=0, sihy>0; o
as/ahp:{ao, siho=0. PEFu YV ow (51)

Luego, aplicando la condicién (51) en (45), se obtiene:

ce* .

b4

Yw,

(52)
De (52) se deduce que todas las rutas p € P efectivamente utilizadas pre-

=— (/0:)(1/B(Ingd + &) + Ay}, s8¢ hy>0; pa
> = (1a/00)(1/B(Ing® + @) + Ay), si hi=0; PETw

sentan igual costo de operacién u2*; todas las rutas no utilizadas (en el mismo
conjunto) presentan un costo mayor: CZ > uf’. De esta forma la solucién
{hy,p € P2}, satisface el primer principio de equilibrio de Wardrop (ver ((11)),
en que:

Yw [ 1
as _ W (1 a + Aw
tw & (ﬁ(ngm +e) )

Aplicando la condicién (51) en (46), se obtiene anilogamente:

Cav . { = (‘Tw;gl]}\i.h St hp > 0; Pa V{tt},

> (tu/0)Ae, i AL=0; (53)

Luego, se cumple el primer principio de Wardrop para todas las rutas que

conectan el origen 1 con transbordo t, p € PS (ver {(11)), en que:
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u?s‘ = [’Yw /81)Ai.t

Aplicando la condicién (51) en (47), se obtiene andlogamente el primer prin-
cipio de Wardrop sobre la red metro, para los viajes entre ¢ y j, (ver ((11)):

me | = uf* s hy>0; . .
et {2 “Ei"— si hE =0 pE€F7, v(t5), (54)

con: up}t = —651((1/B)Ing o + Xit + Ae + Aw) , de esta forma se obtiene el
primer principio de equilibrio del tercer modelo.
Ahora reemplazando ); ¢ de (46) en (47), y reordenando los términos:

gir, = exp(—BAu) - ezp(—B(A + (61/7)Cp" + 62C77)), (5)

Se puede ver que el término : (A + (61/7.)C3* + 02C**) corresponde a la
valoracién subjetiva del costo total de viaje para un usuario. de modo compuesto,
en ruta p que utiliza el punto de trasbordo ¢t (ver (8)). Luego es ficil notar
que la proporcién de viajes en modo compuesto entre el par O — D w = (i, 7)
que utilizan el transbordo ¢ est4 dado por la expresién (7), correspondiente a la
segunda condicién de equilibrio del tercer modelo.

gy ezp=B(A+USY)
Lg%, Lezp—B(A + UL
r r

(56)

donde: U, = (01/7.)Cp" + 62C°
Ahora, reemplazando la expresién (55) en (50), se obtiene:

0 = Y (eap — (BAa) - ezp ~ B(Ae + UZ2)), (57)

teT,

que puede escribirse como:

gor = cxp{—ﬁ-r\m) . E exrp “ﬁ(kfv + U'-":-"-‘) (58}
tET S

Tomando logaritmo en ambos miembros, y reordenando, se obtiene :

Aw = (1/B)In Z exp — (e + U:T:) ~ (1/B)ingy; (59)

teTw

Reemplazando este valor de A, en (45) y reordenando, se tiene:
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a% - EH.I .

O3 = (=0/0in T eap = 500+ 020 ) = (1/8) (1n(Z2 1) - ),
tET w

| (60)

Pero, con anterioridad se habfa definido “desutilidad en modo puro” como (U2* =

(81/7w)C3*) y desutilidad representativa en modo “compuesto” como la ex-

presion Log-Sum de las desutilidades de las rutas auto-metro posibles, de (7):

Ly = —(1/B)in 3 exp— B(A + UZ%,) y denotando como G~! a la inversa de
t

la funcién de eleccién modal tipo G, de (10), se obtiene la tercera condicién de
equilibrio del modelo 3.

Uy" — Ly = GoMea')s weW, (61)

‘Luego se ha demostrado, en forma rigurosa que las condiciones de optimal-

_idad del problema de optimizacién (P3), satisfacen las condiciones de equilibrio
(7) a (11) del tercer modelo.

6. EXTENSIONES Y DESARROLLO FUTURO.

El desarrollo futuro de la presente investigacién sigue dos lineas generales
de accidn, la primera se refiere al anélisis matemdtico de las soluciones y la com-
paracién entre las soluciones obtenidas con cada uno de los modelos planteados,
la segunda se refiere a la calibracién de los modelos y la implementacién com-
putacional de los algoritmos de solucién. Esta requiere también el desarrollo
de algoritmos de rutas minimas especialmente adaptados para el caso de la red
compuesta utilizada en el segundo modelo.

~Agradecimientos.

' Este proyecto se desarrolla con fondos aportados por FONDECYT, el obje-
tivo del estudio es mejorar las herramientas de andlisis de sistemas de transporte
con conocimientos acordes al estado del arte en la materia, tendientes a evaluar
correctamente las inversiones realizadas en transporte.

-270-



BIBLIOGRAFIA

- AASHTIANI, H.Z y MAGNANTI, T.L. (1981) “Equilibria on a con-
gested transportation network”, SIAM J. Algebraic Discrete Meth. Vol.
2, 213-216.

- ABDULAAL, M. y LEBLANC, M.J. (1979) “Methods for combining
modal split and equilibrium assignment models”. Transportation Sci-
ence, Vol 13, 202-314.

- DAFERMOS, S.C. (1982) “The general multimodal network equilibrium
problem with elastic demand”. Networks Vol 12, 57-7T2.

- FERNANDEZ, J.E. y DE CEA, J. (1990) “Una aplicacién de modela-
cién de equilibrio en redes al sistema de transporte urbano de Santiago de
Chile”. Apuntes de Ingenierfa 39, 23-40.

- FERNANDEZ, J.E. y FRIESZ, T.L. (1983) “Equilibrium predictions in
transportation markets: the state of the art”. Transportation Research
178, 155-172.

- FLORIAN, M. (1977) “A traffic equilibrium model of travel by car and
public transit modes”. Transportation Science. Vol. 8, 166-179.

- FLORIAN, M. y LOS, M. (1979) “Determinig intermediate origen—desti-
nation matrices for the analysis of composite mode trips”. Transportation
Reserch, Vol. 13-B, N° 2, 91-103.

- FLORIAN, M. y SPIESS, H. (1983) “On binary mode choice/Assign-
ment models”. Transportation Reserch. Vol. 17, N° 1, 32-47.

- ZANGWILL, W.I. (1969) Nonlinear Programing: A Unified Approach.
Prentice Hall, Englewood Cliffs, N.J.

-271-






