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RESUMEN

Se considera el problema de encontrar tarifas comunes (integradas) vy
frecuenctas de bus por periodos para maximizar el nimero total de usuarios de
un serviclo Bus-Metro. Considerando matrices origen-destine y modelos de
particién modal por periodo, el planteamlento Incluye restricciones de
frecuencia (eirculacién), capacidad y gananclas del serviclo de buses,
incluyendo un costo equivalente de adquisiclén de la flota. Se obtiene
analfticamente las condlciones de 6ptimo y se estudia las diferentes
soluciones posibles, interpretadas también en forma grafica. Se propone un
algoritmo de solucidn general y se presenta un ejemplo numérico con tres
periodos..
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1. INTRODUCCIOMN

Las ventajas operativas, flipancleras y a usuarios que presentaria la
implementacién de servicios Integrados Metro-bus en Santiago, han slido
nostradas desde varlos éangulos metodolégices. Originalmente, Jara Diaz ¥
Fernindez (1988) establecleron un slstema de ecuaclones que asegura ia
posibilidad fisica de la operaclén y condiclones de rentabilidad adecuadas
para los operadores, buscando comblinaclones de frecuencia (buses) y tarlfa
integrada (Metro+bus) que las cumplieran. Este enfoque de tarificacién
pardametrica permitlé mostrar que es posible establecer serviclos de este tipo
en clertas estaclones, con tarifas integradas comparables a las actuales
tarifas de bus, al mlsmo tiempo, con ventajas para usuarios y operadores. Las
ventajas radican en la disminucién de costos de los buses por recorridos mas
cortos, la consecuente baja de tarifa total, ¥ el aumento de la frecuencla y
de la demanda por ese serviclo.

Posteriormente, Jara Diaz y Tudela (1991a) transformaron el enfoque
paramétrico en una herramienta para la negociaclén tarifaria entre operadores,
revelando analitica y empiricamente las diversas combinaciones de gananclas
monetarias asocliadas a una misma tarifa; el nuevo enfoque condujo al concepto
de envolvente de negociacién, que representa los limites de ganancia para los
puses dado un criteric de ganancia para el Metro {y viceversa). Hasta aqui,
los usuarios entran en la formulacién sélo a nivel de ecuaciones de demanda

‘(particién modal). En un trabajo reclente, Jara Diaz y Tudela (1991b)_ reportan

un modelo con objetivos miltiples en el cual se incluye, en forma separada el

" beneflcio a los usuarlos y la utilidad de los operadores como funciones

objetivo; se muestra alli que el compromiso entre usuarios y operadores
corresponde a un compromiso entre frecuencia y tarifa del serviclo combinada.
El nivel de "substitucién" depende de muchos factores, entre ellos el numero
potencial de usuarios en el corredor y su valor subjetivo del tiempo.

En este articulo presentamos un modelo que Incorpora explicitamente el costo
de inversién en vehiculos, necesarios para servir el corredor. Esto significa
que el tamafio de flota debe ser de alguna manera incorporado en forma
especial, ademéds de tratarlo para varios periodos. En la secclén sigulente
establecemos el modelo general, se obtiene las condiciones de 6ptimo, se
realiza una interpretacién grafica del problema y se disefia un procedimiento
de solucién. En la tercera seccién se presenta una aplicacién a un corredor de
Santiago, considerando tres periodos. Finalmente se extraen las principales
conclusiones.

2. FORMULACION DEL MODELO Y ENFOQUE DE SOLUCION

2.1. Planteamiento genersal

Se considera un corredor previamente identificado asociado a una estaclén de
Metro, con un recorrido alimentador de buses de trayectorla establecida por
métodos heuristicos. Se trata de encontrar, para cada periodo, la frecuencia
de serviclo de los buses, la tarifa total y la distribucién de ella entre
ambos operadores, con el objetivo de maximizar el nimero de pasajeros
transportados. Se debe cubrir los costos de operacién e inverslén de los
buses, y se impuso una componente tarifaria Metro igual al costo marginal de
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operacién, lo que deja el problema reducido a dos variables por periocdo. Se.
usa la sigulente notacién

N:’ numero de vialeros entre zona ! y zona J en periodo t

S:':” proporcién de viajeros que usa combinaclén en par i~). periodo t

Pt tarifa de combinacién descontado el costo marginal del metro, periodo t
{es decir., lngreso monetarlo por pasajero para los buses) ($/pas.)

f‘t frecuencia del serviclo de buses (buses/horal

(2] tasa de ganancla de los buses

m costo de operaclén por pasajero, bus . ($/pas.)

¥ costo de operaclén por kilémetro, bus ($/km)

'l‘t duracién del periodo t (horas/periodo)

t‘“t frecuencia méxima de operacién de los buses, periodo t {buses/hora)

K capacidad de un bus (pas/bus) '

n nimero de periodos a considerar

L longitud del recorrido de los buses (km).

lLas variables del problema son I-"t y ff_. ~lo que hace un total de 2n

incégnitas. Todo lo demés son datos, conoclidos o parametrizables. El problema
a resolver es

v ot
Mm“l.c f’fENu scu (Pr.' fr.} ()
sujeto a
ot t ot

FEIN S, (P, f)P 2O o) [m FEFN,S,, Pv £+
»1L§ftrt+cm] (2)

ftgfm t=1,...,n (3)

t ot
1‘:’1:“” Scuvt'rt f'tK t=1,....n (4)
P 20 t=1,...,n (5)

La restricciéon (2) asegura una tasa de ganancia pre-establecida para el
serviclo de buses en operacién combinada con el Metro en el corredor; se
incluye allt un costo diarlo equivalente por adquisicién de buses (CEA), cuyo
tratamiento discutiremos mas adelante, Las restricclones (3) provienen del -
menor valor entre la capacidad de circulaclén de los buses en el corredor y la
capactdad de atencién a los buses en la estacién de Metro. La sigulente
familia de restricclones asegura que los pasajeros en cada periodo t, tengan
cabida en los buses. Por Gltimo, las restricclones de no-negatividad de
tarifas (componente bus) se hacen necesarlas ya que la funcién objetivo
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decrece con Pt y la restriccién (2) no implde algin Pt negativo; como incluso

esto puede generar un grado no despreciable de subsldio cruzado entre

periodos, podria ser convenlente imponer Pt > m. Cabe hacer notar que la

no-negatividad de frecuenclas queda asegurada por las restricciones (4).

Esta formulaclén general exige tomar varlas declsicnes, tales como el nimero n
de periodos a conslderar, o el tratamiento del CEA, 8 Ky f“ .En el caso de

n, la consideracién fundamental es la de homogeneidad de la demanda, tanto en
términos del uso de un mismo modelo de partlcién modal como del total de
viajeros en cada par; ademis, se debe asegurar que las restricciones de
capacidad tengan un real sentido ‘fisico, pues la frecuencia es considerada
constante al interior de cada periodo. Tanto & - como K lucen como candidatos
evidentes a un tratamiento paramétrico; debe recordarse que el anallsls
realizado por Jara Diaz y Fernandez suglere que 8 = 0 arrojaria tarifas
totales comparables a las de bus y que @ = 1 provoca tarifas comparables a
la suma actual. Dado que ahora se incluye un CEA, parece sensato revisar sé6lo
la vecindad superior de 8 = 0. En cuanto al CEA, las alternativas gruesas
parecen ser el tratamiento como costo financlero (ligado al tlempo)} o como un
equivalente a la depreciacién (ligado al usc). En ambos casos se trata de
incorporar un costo asociado al tamafio de flota; analiticamente, el segundo
enfoque es mas sencillo, ya que se trata de "depreclar" por distancia
recorrida. El primer enfoque puede ser transformado a un equivalente-dia; el
problema es que el tamafio de flota(B) esta dado por el tiempo de cicla (t )

multiplicado por la frecuencia. Ambos dependen del perfodo considerado y son,
de hecho, un resultado. El tiempo de circulacién pedria introducirse en forma
exbgena y aproximada, pero los tlempos de subida y bajada dependen del
volumen de pasajeros. Atn al aproximar un valor constante razonable para tc.

B resultaria en realidad Bt; evidentemente el CEA esta asocliado al mayor de

ellos solamente.

La restricclén presupuestaria es la unica que vincula perfodos y, por lo
tanto, es la fuente de eventuales subsidlos cruzados. Dado que @ es tratado
paramétricamente, es el CEA el elemento que impide la separacién del problema
en n sub-problemas independientes, ya que depende del tamafic de flota. Este es
un aspecto abordable desde varias perspectivas, como se verd mas adelante,
permitiendo enfocar el problema por periodos, le que presenta varias ventajas;
entre ellas, la de facilitar el analisis y la busqueda de solucliones, la
posibllidad de interpretacién grafica, y la garantia de preclos razonables en
términos de subsidios cruzados

2.2.50lucién en el caso de un periodo

En forma standard, el problema es

Min - Y_(P,f) " | (6)
sujeto a
R, (1+8) [m Y +waT+CE‘.A]—YP _ (7)
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R, £-£50 (8)

R Y -TfK <0 (8)
3 c -

No es necesarloc Imponer P > m, » Y& que ello estd garantizado por la

restriccién presupuestaria para todo 8 > 0.

S{ A, M, ¥ o son los multiplicadores de las restricciones (7}, (8) y (9]
respectivamente, las condiciones de primer orden (C.P.0.) del problema son

?I-Yc{?,f} + A {[mn[mh Y+ gLET + CEA] =Y P}+ u cr»ru ) (10)

+ o {Y; - TfK) = 0

A{(1+8) [mY + oLfT + CEA] - Y P} =0 (11)
u(f - £) =0 (12)
o(Y_~ TfK) = 0 (13)

Considerande modelos de particién modal tipo Logit con especificacién de la
utilidad lineal en costo y tiempo de espera (aproximado por 30/f [minutosl),
donde Bl y « son los coeficientes respectivos, la ecuacién (10) genera

3|8l NS, (1S JE-Av =0 . (14)
al derivar con respecto a P, ¥y

30 L ) o
f_gf f Ialj NU Scutl Sc”} E+A(140) D+ p - ¢TK = O (15)

al hacerlo con respecto a f; E y D se deflinen como

E

1-all(1+a) m = Pl - o (16)

yLT

+ S.EEA (17)

D, 3T

Las ecuacliones (11) a (15) conforman el sistema a resolver en P, f, A, p y o
(todos no-negativos).

Proposicién: si la restriccién de ganancias no eg activa (R < 0), entonces
deben serlo las de frecuencia y capacidad (l‘!.2 = Rb = 0).

Dem: S1 R < 0, A =0 por ec. (11) .". E = 0 (ec. 14) y & = 1 (ec. 186).
Ademds, A =E =0y o =1, => p = TK (ec. 15).
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Le>0yp>0, luego f = f, (ec. 12) ¥y Y; = TfK (ec. 13).

1'-12 = Rb =0 .Q.E.D.

La Proposicién hace del case A = 0 uno que genera una soluclén analitlica
senclilla, cual es

L
g=f, y Y (P . £)=TfK. (18)

En el caso de A = 0, el sistema a resolver queda conformado por

(1 +8) (yLfT + CEA) =Y [P -m (1 + 8)] (19)
c b
EXTA -AY =0 (20)
I 1 c .
30
- EJVST A +A(1+0)D+pu-0olK=0 (21)
f2 t 1

mas las ecuaciones (12) y (13). Aunque es obvio,

A =X 8, | NSy, 1-8,) v (22)
VST = & | / IBEI(valdr subjetivo del tiempo de espera, viajeros de (23)
la zona i),

El sistema generado no impone condiclones sobre p y o. Si ambos fuesen
positivos, la solucién es idéntica a la del caso A = 0, y estad determinada por
el sistema (18). El caso mas complejo es el de g = ¢ = 0, es decir, aquel en
que nl la restriceién de frecuencia ni la de capacidad son activas; en
cualquier otro caso, es decir g = 0 0 ¢ = 0, el problema se reduce a uno de
dos ecuaclones y dos incégnitas (f y P) usando las ecuaclones (18) y (12) o
(13).

Veamos el caso A = 0, o = p = 0, considerandec el CEA en su versién
proporcional a la frecuencia (lo que equivale a considerar el tiempo de cicle
independiente del flujo). Entonces la ecuacién (19) toma la forma (ver ec. 17)

(1+6) £D=Y [P-m(l+e)] (24)
Considerando ¢ = 0, manipulando adecuadamente las ecuaciones (18), (20) y (21)

se llega a

30 _
';_z“c?"sﬂ“g*“*”’”?ﬂ‘o (25)

que, en conjunto con la ecuacién (24) forma el sistema general a resolver en P
y f. Cabe observar que de ambas ecuaclones se puede obtener

30 _
TA[P-(1+0)m - = VST | =0 (28)

que permite visualizar un Interesante caso particular sl los usuarios en las
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diversas zonas origen presentan VST! aproximadamente lguales (VST). En este

caso
-
Po o= (1 +6) m + 22 vsT v 27
o
. -
f=v3VvsTY [PI(f), f] ~(1+86)0D, (28)

que constituye la ecuacién a resolver.

Como se dljera, los casos en que p o o son distintos de O son més senclillos de
visuallzar analiticamente. St ¢ = 0 y p =0, entonces f = f 'y, reemplazando

en ec. (19) se octiene

AL!‘HT + CEA

P = (1+8) [W+mb]=0{l‘} (29)
c .|

que es la ecuacién en P a resolver numéricamente.

Sio=0yp=0, entonces Yc = TfK, que reemplazado en la ec. (19) genera

- yLfT + CEA A C
P (1 + 8) {—'ww——*mhlxl:{f} H ' {30)
reemplazando en (13) y despejando, se tiene
YC[P(f}.fI
f= T = M(f) (31)

a resolver numéricamente. Este caso agota todas las combinaclones de valores
de A, 0 Y R

2.3. Interpretacién grafica y algoritmo de solucién (un periodo)

Dado que cada periodo involucra sélo dos varlables de decisién, es posible
representar el problema graficamente. El desarrollo analitico demuestra gue
hay dos categorias de casos: A =0 y A = 0, o restriccién presupuestaria
inactiva o actlva. La flgura 1, en la que presentamos el primer caso,
jlustra el fenémeno. Allf se observa la forma de las trazas de las
restricciones y la Importancia de la poslicién relatlva de R1 = 0, dado que la

funclén objetivo crece hacia tarifas nulas y frecuencias altas; en este caso,
la tarifa 6ptima es la menor de todas las posibles y compatibles con fu

(recordar la Proposicién demostrada anteriormenie). Cabe hacer notar que, por
construccién, la tasa de ganancia asociada a (P .-f"} es mayor que el valor de

L]
6 Impuesto .en la restriccién presupuestaria. Ademas, st (P, f'“J cumpliese

con
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R‘ = 0, seguiria slendo el 6ptimo. En ambos casos, la soluclén estd dada por

el sistemn de ecuaciones (18), que refleja lil.1 ¥ Ra activas.

Figura 1. Solucién con restriccién presupuestaria inactiva.

Distinto es el caso de la figura 2, que representa Rl activa con tres
sub-casos: soélo Rz inactiva (operacién bajo f‘H con los buses operando a
capacidad), representado por el punto A; sélo l:l.3 inactiva (operacién a
frecuencia maxima y bajo la capacidad), punto B; R2 y Rs inactivas (punto C).

Flgura 2. Soluclones con restriccién presupuestaria activa,

El desarrollo analitico y la representaclén grafica sugieren un procedimiento
para resolver el problema de un periodo. La idea central es la de identificgr
un procesc ordenado de anallsis de los posibles puntos &ptimos, es decir, (P,
f"], A, B o C, resclviendo secuencialmente los correspondientes sistemas de

ecuaciones. El procedimlento es el sigulente:
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-
1) resolver el sistema de ecuaciones (18), encontrando P ;
i1) calcular el valor de 8 que haria ective la restriceiédn presupuestaria
para fn y P, llamado 9:.. (limlte) n ese valor;

111} comparar el valor deseado de f con’ HL: sl 8 < BL, entonces
efectivanente R.l es inactiva y (P 'fn) es la solucién. Si 8 > 8,
estamos en el caso R = 0y al menos un R < 0 (1=2,3).

iv) Resolver la ecuaclén (28) como punto fijo en P : solucién {Pa’ fu)'

v) Resolver la ecuaclén (31) como punto fljo en f y encontrar P
con ecuaclén (30): solucién {P*, f‘).

vi) Comparar los VST! Vi, vy, sl son lguales, resolver el sistema (27)
(28); sl no lo son, resolver (24) y (25): solucién (Pc. fc).

vit) Evaluar Ya para los tres puntos y elegir el que genere el mayor valor.

Como el numero de periodos deberia ser visto caso a caso, s6lo queda por
determinar el tratamlento del CEA, costo que est&d asociado al tamafio de flota,
B. El sigulente procedimiento permite aplicar el algoritmo recién descrito,
garantlizande la cobertura total del costo de inversién y asignaciones
razonables por periodo, e incorporando la determinaciéon del tamafio de flota al
interior del problema:

i) Calcular el costo de inversién en un bus, en pesos/dia;
i1) prorratearlo usando la demanda observada (por hora) en cada periodo;
1ii) afiadirle a la componente fija de los costos de operacién por bus
en cada periodo, definiendo como m, el total.
iv) imputar un tiempo de ciclo t estimado para los buses en el corredor,
c

considerar que el CEA en el periodo mas cargado es m, B = m t.c ft.
y resolver ese periodo en Pt y f‘t :
vi} calcular B e imputar m, B como costo fijo en 1los restantes

periodos para encontrar tarifas y frecuencias.

El procedimiento completo de busqueda de Pt Y ft esta Implementado en el
programa JUSTO,
3. APLICACION
Dado un recorrido y una zoniflicacién, la aplicacién del método descrito en el
punto anterior requiere de varlios elementos: matrlz origen-destino (N”},
modelos de particlén modal St’.j , parametros de costo de la operaclén de buses
<
{7, mb} y costo marginal del Metro. El ejemplo que se mostrard es el de un

recorrldo de acceso a la estaclén Las Rejas, distingulendo tres periodos
(punta mafiana, de 1,5 horas; punta tarde, 2 horas; fuera de punta, de 13,5
horas) y once centroides. De los varlos modelos dlsponibles, se prefirié
trabajar con los de especificacién con tasa de gasto estimados para corredores
en Santiago (Jara Dfaz y Ortazar, 1989), particularmente por entregar
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compromisos mAs razonables entre costo y tlempo de viaje, reflejados por los
valores subjetivos del tlempo y la utilidad marginal del ingreso, que otros
modelos disponibles. las matrices origen-destino fuereon obtenldas a partir de
las proplas encuestas de Metro. Las variables de nlvel de servicio e Ingreso
fueron obtenlidas del estudlo ESTRAUS y de mediclones en terrenc. La frecuencla
maxima corresponde a la capacidad de atenclén de buses sin crear conflictos
viales en el entorno de la estaclén, y fue estimada por personal del Metro.
Los costos marginales resultaron ser de $ 61/km y § 1,2/pas. para buses, y
de $ 22/pas. para el Metro (pesos de Junlo de 1980). Los costos de inverslién
por bus fueron calculados en forma tal que al modelar para un nivel nulo de
utilidades (8 = 0), se obtenga un plazo méiximo de recuperacién del capital
financlero de ocho afios.

En la Figura 3 se muestra un esquema del recorrido y en la Tabla 1 se incluyen
los resultados de la aplicacién de los algoritmos descritos.

Se observa que es posible aumentar la demanda observada en porcentajes
variables entre el 31% (punta mafiana) y el 73% (punta tarde), con una flota de
16 buses de 35 asientos de capacidad. Es Interesante notar que el efecto
tarifaric es menos notable en la punta mafiana, sugiriendo una importante
diferenciacién por periodos. Se ha analizado otros corredores y otras
estaclones, cuyos resultados estan disponibles en el Departamento de
Planificacién del Metro; la experiencia de uso del método muestra que no es
siempre factible establecer recorridos rentables de combinacién, que 1la
modelacién previa es necesarla, y que, en general, la diferenciacién tarifaria
por periodo es conveniente.

4. CONCLUSIONES

Hemos presentado un modelo para obtener tarifas y frecuencias por periodos, en
un servicio de bus que opera en combinacién con el Metro, considerando el
costo de inversiédn por maquina. El problema general de maximizacién del nimero
de usuarios fue reducido a una serie de problemas por periodo mediante. un
tratamiento razonable del "costo equivalente de adquisicién" de wvehiculos,
tratado como variable y asociado a la frecuencia (tamafio de flota) en el
periodo mas cargado, y como costo fljo en el resto. Las propledades analiticas
de las condiclones de primer orden (un periodo), permitieron diseflar un
procedimiento de busqueda del 6ptimo sobre la base de una serie de problemas
de punto fijo, de atractiva interpretacién grafica. La homogeneidad interzonal
(usuarlos) facilita la obtencién de soluclones.

Las apllcaciones arrojan resultados sensatos que sugleren diferenciacién
tarifaria por periodo. Es importante sefialar que, por la naturaleza del método
disefiado, el procedimiento implementado requiere de un usuario "ilustrado" que
tenga clara nocién del tipo de soluclén encontrada y del tratamiento por
periodos.

Posibles extensiones incluyen el encadenamiento del modelo con otros de tipo
agregado, los que incluyen normalmente como variable el namero de zonas a
servir, tanto en la demanda (agregada) como en el costo de operacién del
recorrido allmentador (e.g. Chang y Schonfeld, 1989).
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Las Rejas
Figura 3. Circuito de acceso en bus a la estacidén Las Rejaos.

P. Mafana P. Tarde F. Punta

Demanda actual 260 961 2814
Demanda estimada 1260 14680 44618
Tarifo bus-metro 125 101 94
Componente bus 105 81 74
Componente metro 20 20 20
Frecuencia (b/hr} 24 24 16
Ocupacibn bus 35 a5 - 22
Tomaro flota 16 14 10

Tabla 1. Tarifas y frecuencias éptimas en el corredor Las Rejas.
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