MODELOS DINAMICOS PARA LA PLANIFICACION
DE REDES DE TRANSPORTE

J. Enrique Ferndndez L. y Joaquin de Cea Ch.
Depto. Ingenieria de Transporte, U. Catélica de Chile
Casilla 306, Santiago 22, CHILE.

RESUMEN

En este trabajo se analizan las caracteristicas de la formulacion dinamica de
modelos de asignacion a redes de transporte; primero se plantcan las ecuaciones
necesarias para describir la dinamica de los flujos en una red de transporte,
se analizan las limitaciones de las formulaciones que se han propuesto hasta la
fecha y se realizan proposiciones para superar las dificultades que éstas presentan;
luego se estudian las caracteristicas de las funciones de costo de operacion en un
contexto dinamico, se proponen nuevas formulaciones y se analizan sus relaciones
con las existentes; a continuacién, se analizan y discuten distintos principios
posibles de comportamiento dindmico de los usuarios de una red de transporte
urbano. Finalmente, se plantean recomendaciones para el desarrollo de nuevos
modelos dinamicos de asignacion de flujos a redes de transporte.

-417-

ACTAS DEL VI CONGRESO CHILENO DE INGENIERIA DE TRANSPORTE, 1993
SOCIEDAD CHILENA DE INGENIERIA DE TRANSPORTE



1. INTRODUCCION

Durante los tiltimos anos se ha manifestado un creciente interés por el estudio y
formulacion de modelos dinamicos de planificacion de sistemas de transporte; en
especial un nuimero importante de investigadores se ha abocado al desarrollo
de modelos dinamicos de redes de transporte. La primera contribucion de
importancia en esta materia fue realizado por Merchant y Nemhauser'. (1978a
y 1978b) el que ha servido como base y motivacién para varios autores, que
posteriormente han planteado mejoras y extensiones al modelo basico propuesto
por ellos (Carey, 1987; Drissi-Kaitouni y Hameda-Benchekroun, 1989; Friesz,
et al. 1989; Wie, Friesz y Tobin, 1990; Janson, 1991a y 1991b; Ran, Boyce y
LeBlanc, 1991 y otros).

Sin embargo, se puede decir que los modelos dinamicos de redes de transporte
presentan todavia un desarrollo embrionario y que falta un importante camino
por recorrer para llegar a tener una comprension cabal de todas las implicancias
que el nuevo marco de modelacion plantea. Tanto las formulaciones matematicas
desarrolladas hasta la fecha, como la interpretacion de sus resultados, produce
dificultades y requiere de sofisticaciones mucho mayores que las derivadas del
analisis estdtico propio de los llamados “modelos de equilibrio en redes de
transporte?” (ver Beckmann McGuire y Winstein, 1956, LeBlane, Morlok y
Pierskalla, 1975, Florian y Nguyen, 1978, Abdulaal y Leblanc, 1979, Aashtiani y
Magnanty 1981, Dafermos, 1982, Fernandez y Friesz, 1983, etc.). La introduccién
del tiempo como variable independiente, requiere un replanteamiento de las
funciones y ecuaciones utilizadas para definir el comportamiento del sistema de
transporte analizado.

Todos los modelos considerados en el presente trabajo suponen que las demandas
por viajes (demandas O-D) son ineldsticas a las condiciones de operacion sobre la
red, aunque varian con el tiempo de una forma predeterminada que se considera
conocida. Por lo tanto, las condiciones de operacion sobre la red y las decisiones
que optimizan el objetivo de los usuarios individuales. o el sistema conjunto,
dependeran del instante de partida del viaje. En consecuencia, nos concentramos
en la modelaciéon del comportamiento dinamico de los flujos ¥ niveles de servicio
sobre la red durante el periodo de analisis, dadas demandas O-D conocidas en
funcion del tiempo.

En la seccion 2, se introduce la notacién ¥ conceptos basicos, se analizan las
caracteristicas de las ecuaciones necesarias para describir la dinamica de los
flujos en una red y se realizan proposiciones para superar las dificultades que
presentan las formulaciones propuestas hasta la fecha: en la seccion 3. se estudian
las caracteristicas de las funciones de costo de operacion en un contexto dinamico,
se plantean algunas nuevas formulaciones ¥ se analizan sus relaciones con las
existentes; en la seccion 4, se plantea y discute la formulacion de principios

! En adelante nos referiremos a ellos con la sigla MyN.
? En adelante denominaremos por la sigla MEE a este tipo de modelos.
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de comportamiento para los usuarios individuales y el sisterna en su conjunto;
finalmente, en la seccion 5 se resumen las principales conclusiones y se realizan
recomendaciones para futuras investigaciones en el tema.

2. NOTACION, CONCEPTOS BASICOS Y DINAMICA

Supongamos una red de transporte representada por un grafo dirigido G =
(M, A), donde N es el conjunto de los nodos y A el conjunto de los arcos:
los primeros representan intersecciones en la red y centroides donde se localiza
el origen y destino de los viajes y los segundos las calles de la ciudad.
Representaremos con un indice a a los arcos y con indices 1,7, k,n a los nodos
(reservando k,n para los centroides). Usaremos ademas la siguiente notacion
basica:

: conjunto de pares origen-destino (0-D).

elemento del conjunto W, en que w = (k,n) con k,n centroides.
conjunto de rutas disponibles sobre la red G.

conjunto de rutas asociado con un par w.

: un elemento del conjunto P.

uWE

2.1 Ecuaciones Dinamicas

El anilisis se realizard para un lapso total de tiempo T correspondiente a un
peériodo tipico de operacién sobre la red (ej. punta manana); usaremos la variable
t para representar un instante (o intervalo, si la formulacién es discreta en la
variable tiempo) de tiempo en el periodo de andlisis considerado, t € [0, T).

En los MEE se considera que los flujos y niveles de servicio son constantes
durante el periodo de andlisis y por lo tanto existe un solo valor de las variables
correspondientes. En el caso dinamico sin embargo, es necesario describir como
variaran los flujos a través del tiempo; para ello se deben introducir ecuaciones
que cumplan dicha funcién en el modelo.

El modelo dinamico propuesto por MyN se basa en una representacion discreta
de la variable tiempo, en la que el periodo [0, T es subdividido en T intervalos;
la principal diferencia con las formulaciones estiticas de los MEE. se deriva de
la introduccion de la siguiente ecuacion dindmica como restriccién que deben
cumplir los flujos resultantes y que define las caracteristicas tanto de la evolucién
temporal, como la progresion espacial de éstos a través de la red:

fc.l+l =fa.i+uc.t-ga(f¢.!]' acA t=0,....T-1, (1]

donde f, representa el nimero de vehiculos que se encuentran en el arco a al
comienzo del intervalo  y u, ¢ es el nimero de vehiculos que son admitidos en el
arco a durante el intervalo t; g, que es denominada funcién de egreso”, determina
el mimero de vehiculos que salen del arco durante el mismo intervalo y se plantea
dependiente del nimero de vehiculos que hay en el arco en ese intervalo. MyN
definen las siguientes propiedades para esta funcion:
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= gﬂ(fl) S f.l )
* 9:(0) =0,y gs(fa) 20, an 2 0.
- ga es una funcion continua, no decreciente y concava de f,.

Usando una formulacién en tiempo continuo, Friesz et al., (1989) reformulan la
relacion (1) expresandola,como la siguiente ecuacion diferencial:

LD i) -aulfat),  aca, tel) @

en donde el término de la izquierda representa la tasa de cambio de la cantidad
de vehiculos en el arco a en el instante t y el resto de las variables tiene el mismo
significado anterior, pero en términos instantdneos para ?.

Tanto para el caso de la formulacién discreta (1), como continua (2), se supone
que los valores iniciales de la cantidad de vehiculos en cada arco, f,o (6
fa(0)),Ya € A, son conocidos. Por lo tanto, la cantidad de vehiculos en cada
arco a € A, en cualquier instante t estard dada por:

fa(t) = fu {ua(t) = galfa(®)]}dt + fa(0), a€ A te[0,7T) (3)

para la formulacién continua y por la aplicacién repetida de la ecuacién (1)
durante los periodos 0 a ¢, partiendo con los valores iniciales fao, para la
formulacion discreta.

Conviene tener presente que en las ecuaciones anteriores, u y g representan flujos
en el sentido normal de“vehiculos por unidad de tiempo, que pasan por un punto
determinado de la red” (en nuestro caso por los nodos de entrada y salida que
definen los limites del arco considerado), sin embargo, f corresponde solamente
a la cantidad de vehiculos que se encuentran dentro del arco, en un instante o
intervalo de tiempo; de acuerdo con (1) y (2), son las variaciones en el valor de la
variable f, por unidad de tiempo, las que tienen unidades de flujo. Por lo tanto,
la variable f no es el equivalente de la variable “Aujo del arco o™ utilizada en los

MEE.

Dado que cada arco a de la red ticne una cierta longitud I, sc puede definir una
densidad (promedio) de tréfico en el arco, d,(f) = [fa(1)/la).

2.2 Conservacién de Flujos

A fin de que los flujos considerados sean factibles, en todo instante ¢ se deben
cumplir las mismas condiciones de conservacién en los nodos de la red que para
el caso del MEE. Para la formulacién continua en ¢, con un solo destino n,
tendremos®:

* Supondremos que en la codificacion se definen los centroides (k) en forma
separada de los nodos comunes de la red (ruteadores), v por lo tanto, entre ellos
se definen arcos de acceso (o conectores de centroides).
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To(t)= ) udt), YEEN, w=(kn), tel0.T], (4)

aEA(k)
z “a(” = z 9:“); (i € N)v te EO,T] (5)
a€A(s) a€B(i)

donde k representa a los centroides origen, ¢ i a los nodos ruteadores
(intersecciones de la red que no generan ni atraen flujo); T,(2) es la tasa
instantanea de flujo, que sale en t del centroide origen k con destino n y

suponemos es una funcion dada (dato), no negativa y continua en t; A(k) y B(k)
son los conjuntos de arcos que salen (posterior) y entran (anterior) al nodo k
respectivamente. Por lo tanto, en este caso, A(k) de la ecuacién (4) identifica al
grupo de arcos conectores de acceso entre el centroide k y la red propiamente tal.

Cuando hay un solo destino n, es obvio que las restricciones (4) y (5) son
suficientes para que los flujos provenientes de todos los origenes terminen en
el centroide n. Sin embargo, si bien existe un momento especifico, expresado en
Tu(t) (con w = (k,n)), en el cual los flujos salen del nodo origen k, su llegada
al destino n dependeré de los tiempos de viaje sobre la red, los que son parte de
las variables del problema. Ademas, algunos flujos que salgan de su origen en
momentos cercanos al final del periodo, T, no alcanzarin a llegar a su destino
dentro del periodo de analisis [0, T).

Lo anterior plantea un problema para la formulacion de modelos dinimicos
con muiltiples destinos, ya que no es posible especificar a priori (como un dato
externo), cual sera la cantidad de viajes que arribardn a cada destino, en cada
intervalo o instante ¢{. Dicha cantidad es en el caso dindmico una variable del
problema que debe ser determinada por el proceso de asignaciéon.

Una solucion propuesta por Carey (1987) para la formulacién en tiempo discreto,
consiste en definir demandas totales,

T
"=Y ¥ 1., (6)

keN 1=0

equivalentes al flujo total que debe arribar a un destino m, antes de que terminé
el 1iltimo intervalo T'; & continuacién se introducen restricciones del siguiente tipo
para todos los destinos del conjunto {n}:

T
S Y 6a=D". Yme{n), 0
(=0 ¢ B(m)

Alternativamente Carey propone cambiar el signo “igual” en la restriccion por
“menor o igual”, en el caso que el resultado con igualdad resulte ser no factible,
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debido a que no sea posible que los flujos predefinidos, D', alcancen el respectivo
destino antes de que el intervalo final T termine; otra alternativa seria considerar
periodos adicionales t = T+1,T+2, ... a fin de permitir que los flujos que todavia
se encuentran en arcos de la red en el periodo T, alcancen sus destinos. En el caso
de una representacion con variable tiempo continua, seria necesario reemplazar
la sumatoria sobre los periodos f en (7) por una integral en dt.

Otra alternativa consiste en adoptar una representacion multicopia, en que se
consideran distintas variables para representar los flujos con diferentes destinos.
En este caso, se definen variables fP ul y funciones g2, con los mismos
significados anteriores pero ligadas a un destino especifico n. Entonces, si
distinguimos entre centroides origen, identificados por el indice genérico k,
centroides destino, identificados por el indice genérico n y nodos rutcadores 1, para
una formulacién en tiempo continuo, podemos usar las siguientes ecuaciones de
conservacién como restricciones a ser cumplidas por los flujos dindmicos factibles:

Tu(t) = 2 ul(t), VkmeN, w=(kn), tel0,T), (8)

aEA(k)
S oulty= 3 glt), ieN, teloT], (9)
a€ A1) a€B(i)
uj(t)=0, Va€ B(m), n#m, R [0, T, (10)

en donde m representa un nodo destino especifico, del grupo n. La condicion (10)
es necesaria a fin de que cada flujo termine en el destino que le corresponde y noen
otro, pero no ha sido incluida anteriormente en las expresiones propuestas por los
autores que han usado formulaciones multicopia para redes con muiltiples destinos.
La formulacién multicopia permite definir las condiciones de conservacién como
si se tratara de n redes diferentes, cada una de cllas con un solo destino
m, simultdneamente. Para ello, es sin embargo necesaria la inclusion de las
restricciones (10), que reemplazan a las restricciones de destinos tipicas de los
modelos MEE, las que en este caso no pueden ser usadas, dado ¢l desconocimiento
que a priori existe respecto del tiempo de llegada de los flujos a su destino.

Una simplificacion importante de los modelos dinamicos que estamos
considerando es que no se distingue entre distintas posiciones dentro de un mismo
arco, suponiendo que para cada instante t se experimentan las mismas condiciones
de operacion (densidad, velocidad, costo) a todo lo largo de él: los cambios que las
condiciones experimentan con ¢ se extienden por lo tanto en forma homogénea por
todo el arco. Si se produce un cambio repentino en la magnitud del flujo que entra
en un arco, ella serd atenuada por esta propagacion “promediada” a traves del
arco. Es obvio que mientras mas largos sean los arcos. mayor seri el impacto de
esta simplificacion y, por lo tanto. las diferencias que puedan observarse respecto
del comportamiento de un sistema real. Una forma de aliviar ¢l problema cs
planteada mas adelante.
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2.3 Modelos con Variable Tiempo Discretizada

Supongamos una ruta p = (d1,a2,....8m), 6 = (k,i), am = (j,n), p=

Py,w = (k,n), como la tinica ruta que une w*. Entonces, dado el valor

de las demandas T, (, entre el centroide origen k y ¢l destino n, durante los

intervalos de tiempo t = 1,2,... T =1, y los valores de las cantidades iniciales
de vehiculos en cada arco, f, 0, mediante la aplicacion repetida de las ecuaciones

(1), (8), (9) ¥ (10), se pueden obtener los valores de todas las variables u, , fa

Y gar,Va€Ept=12... ,T. Este procedimiento produce flujos dindmicos sobre

la red cuya evolucién y progresién presenta las siguientes caracteristicas:

i) el flujo u, ¢, que entra en el arco a, durante el intervalo de tiempo t, es solo
agregado al nimero de vehiculos que se encuentran dentro del arco ,f,, al
comienzo del intervalo t + 1 (ver ecuacién (1)).

ii) sin embargo, el flujo g, ¢, que sale del arco a durante el intervalo ¢, es funcién
del numero de vehiculos f,, que estan dentro del arco durante el mismo
intervalo t (ver definicion de funcién g,).

iii) Por lo tanto, de (i) y (ii) se deduce que, ninguno de los vehiculos que ingresan
en el intervalo { pueden salir del arco durante el mismo intervalo.

iv) dado que f, ¢ > 0, (iii) implica que g, ¢(fa.t) £ fa.r, porque de lo contrario,
seria necesario que parte del flujo que entra al arco durante el intervalo t
saliera durante el mismo intervalo.

v) dado que el flujo u, ¢, que entra al arco a durante el intervalo ¢ se agrega al
flujo (fa.1 = ga,1), que se encuentra dentro del arco al comienzo del intervalo
t+1, sin distincion de orden de entrada, siempre habra alguna proporcion del
flujo uq4,(, dada por (ga,t+1/fa,t+1), que atravesara el arco en exactamente
un intervalo, independientemente de cual sea el valor de la duracion de cada
intervalo o del largo del arco.

vi) dado que el flujo que entra en un arco, es de inmediato distribuido
homogeneamente a lo largo de él, se violara en general la regla FIFO en
el tratamiento de los flujos dentro de los arcos.

vii) Existen dos casos particulares en los que se obtiene una velocidad de
propagacion de un arco por periodo: for = 0 ¥ gau(fat) = fau; en el
segundo caso, todo el flujo que entra en el arco @ durante el intervalo ¢ sale
del arco durante el intervalo f + 1. Por lo tanto, el flujo se propaga por la
red a la velocidad de un arco por intervalo, o en otras palabras, un vehiculo
que entra en la red en el intervalo f = 0, y que viaja entre los centroides k
¥ n, & través de la ruta p, llegard a su destino exactamente al comienzo del
intervalo t = m, (m < T).

viii) dado que €l flujo se propaga avanzando un arco por intervalo. su velocidad (en
km/hr) dependers de la duracion que se defina para los intervalos discretos
de tiempo. A medida que ésta disminuya la velocidad aumentara y viceversa.

¢ Estamos interesados en analizar las caracteristicas de la evolucion y
progresion de los flujos a través de la red y no en le modelacion de la eleccion de
ruta, por lo tanto, es suficiente para nuestro anadlisis con suponer una sola ruta

para w.
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De acuerdo con las carateristicas descritas, la ecuaciéon (1) no es tan general
como aparece a primera vista e implica una descripcion bastante especial y poco
realista de la propagacion de los flujos a través de la red.

2.4 Modelos con Variable Tiempo Continua

Consideremos ahora las ecuaciones (2), (8), (9) ¥ (10), que se aplican cuando
se supone una representacion en tiempo continuo. Esta representacion puede
considerarse como el limite de la representacion en tiempo discreto, cuando la
duracién de los intervalos tiende a cero y el niimero de ellos tiende a infinito. En
este caso, los flujos obtenidos presentan las siguientes caracteristicas:

i) como consecuencia de la aplicacion de la ecuacion (3), los flujos u,(t), que
entran en el instante t, son de inmediato agregados a los vehiculos que se
encuentran dentro del arco, fu(t).

ii) dado que la cantidad de vehiculos que se encuentra en el arco afecta a la
cantidad de vehiculos gq[fa(t)], que salen del arco en el mismo instante
t, algunos de los vehiculos experimentaran una velocidad de propagacion
infinita, alcanzando su destino n en el mismo instante en que entran al
primer arco conectado al centroide k. Esta propagacion instantinea sucede
debido a que una vez que los flujos entran en un arco son inmediatamente
distribuidos a largo de el.

ili) dadas las caracteristicas planteadas en los puntos anteriores, no se cumple
la regla FIFO en el procesamiento de los flujos dentro de los arcos.

2.4 Formulaciones Alternativas de la Dindmica de Flujos

En esta seccién se proponen modificaciones a la formulacion de las ecuaciones
dindmicas analizadas en las secciones anteriores, a fin de obtencr representaciones
mas realistas de las caracteristicas de propagacion de flujos a través de la red.

Las ecuaciones (1) y (2) presentan la ventaja de mantener el arco como el elemento
bésico operacional, sin embargo, su formulacién debe ser modificada para eliminar
las inconsistencias y limitaciones de la representacion de flujos dinamicos que
generan. Un problema importante que ellas presentan es que no incluyen une
consideracion explicita de la velocidad de propagacion de los flujos al interior
de cada arco (o equivalentemente, del tiempo de viaje a través de ste), la que
sin embargo, se encuentra implicita en la formulacién de la funcién de egreso

ga|fa(t))-

Un problema baésico de la formulacién de la ecuacion (2) se deriva de la definicion
de la funcién de egreso g4, dependiente del nimero de vehiculos que se encuentran
dentro del arco en ese mismo instante . Ello es equivalente a suponer que la
congestion que efecta a un vehiculo y por lo tanto sus condiciones de operacién
sobre el arco (velocidad y tiempo de viaje) dependen del mimero de vehiculos
que se encuentran detras (y no delante) de él.

A fin de evitar el problema descrito, supondremos que el tiempo de viaje para
atravesar un arco y por lo tanto la velocidad de operacion promedio de un vehiculo

-424-

ACTAS DEL VI CONGRESO CHILENO DE INGENIERIA DE TRANSPORTE, 1993
SOCIEDAD CHILENA DE INGENIERIA DE TRANSPORTE



sobre el arco, depende, o es funcion, del mimero de vehiculos que se encuentran
dentro del arco en el instante t° en que el vehiculo ingresa a éste (por lo tanto,
delante de él). Por lo tanto, en el instante ° es posible conocer el tiempo de viaje
sobre el arco, 7,4(1?), correspondiente al flujo u,(f°), que ingresa al arco en ese
instante; éste es determinado por la velocidad promedio correspondiente que sera
funcion de la densidad de trafico, d (1), que el arco a presenta en el instante de
entrada to. Por lo tanto, en el instante que el flujo u,(t) ingresa al arco, podemos
calcular el instante en que saldra de él, #° + 7,(1°).

Es importante recordar que una limitacion del enfoque de modelacion adoptado,
usando el arco como elemento basico operacional, es que no es posible hacer
diferencias entre las condiciones de operacién en distintos puntos al interior de un
arco; en consecuencia, debemos adoptar los valores promedios correspondientes
a la velocidad, densidad, etc. Sin embargo tales valores variaran continuamente
en el tiempo.

La definicién de los arcos de una red deberd ser, por lo tanto, realizada
cuidadosamente, teniendo presente la imitacién senalada; una manera de reducir
sus efectos es definir arcos tan cortos como sea posible (usando nodos auxiliares
intermedios donde sea necesario), con el fin de representar caracteristicas de
operacion homogéneas al interior de cada arco. Ello puede producir un
incremento importante en el niimero de variables a considerar, sin embargo, las
decisiones de ruteo y las condiciones de conservacion serdn triviales para tales
nodos auxiliares, reduciendo el impacto computacional de su introduccion.

Usaremos por lo tanto, la misma expresion de la ecuacion (2), cambiando sin
embargo la definicion de la funcion de egreso, g,, de la siguiente forma:

df;:” =u,(t)—ga(t,t°), a€A, tel0.T]. (11)
9a(t,1%) = ga[falt — 7a(t"))] (12)

Es importante notar que si f,(0) = 0, entonces g,(1) = 0.V < 7,(#°); con
a definicion de g, dada en (12), u,(#°) no tendra ninguna influencia sobre la
tasa de egreso, g,, hasta el instante t° 4+ ,(1°). Nétese que esta formulacion es
consistente con el supuesto de que las condiciones de operacion de cada vehiculo
dependen de la cantidad de vehiculos que se enuentran delante y no detras de
él. En una formulacion mas completa, que no abordaremos por el momento, se
podria suponer que g, es funcion de los flujos que en el instante ° se encuentran
en el interior de cada uno de los arcos que convergen al nodo final (o de egreso)
del arco a; con ello se podria considerar la congestiéon producida en el nodo de
salida debido a la interaccion entre flujos que comparien una interseccion comin.
Usando las ecuaciones (11) y (12) y la definicion de la funcion g, obtenemos:

Vi<0: ul(t)=0, fa(t)=fal0), ga(t)= g.[ﬂ]. (13)
W<t <r(t®):  fult)= [ fult)dt + £2(0)

-425-

ACTAS DEL VI CONGRESO CHILENO DE INGENIERIA DE TRANSPORTE, 1993
SOCIEDAD CHILENA DE INGENIERIA DE TRANSPORTE



[
= fo ua(t) = galt)dt + £o(0), (14)

9-(” = g-lfu(ﬂ)lr (15)
!
Vr(©) <t < T fult) = fulralt®) + [ (ua(t) = ga(t)dt,  (16)
ral1?)
9a(t) = galfa(t — 7a(1%)), (17)

ademas, supondremos que 7,(t) = 74|da ()], donde d, () es la densidad de trifico
promedio en el arco a en el instante t. Por lo tanto, en el instante t es posible
conocer la velocidad promedio de operacion, va(t) = lo/74(t), que experimentara
un vehiculo que ingresa al arco en ese instante.

Para obtener el tiempo de viaje sobre un arco se puede usar una funcién de la

forma: 3
Talt) =19 [1 +b (d%m) ] (18)

donde % es el tiempo de viaje bajo condiciones de flujo libre, d, es la densidad
de trafico a capacidad y b,n son pardmetros de calibracién.

En principio, es posible usar diferentes especificaciones de la funcion de egreso
‘dependiendo de las caracteristicas de progresion de flujos que se deseen obtener;
algunos ejemplos son los siguientes:

Qc(t) x ”c[du(f - Ta(fo))]dau - Ta(tn))- ' =t- fa(to)v (19)
ga(t) x min{fa(t = 7a(1%)), fa(t)}, 0=t —7.(2°) (20)
ga(t) cc ug(t — mq(1%)), % =1 = 7(t7), (21)

La primera ecuacion (19), se basa en la relacion fundamental de trinsito (Drew,
1965). Dadas las expresiones (19) a (21) para g,. si u4(t?) es el flujo que ingresa
al arco a en t°, en ese mismo instante es posible calcular la velocidad promedio
va(t°). el tiempo de viaje sobre el arco 7,(#°), relevante para dicho flujo y la tasa
de salida en el instante % + 7,(#°)°. Es importante hacer notar. que la expresién
especifica de las funciones de egreso debe definirse de tal forma. que se satisfagan
condiciones adecuadas de conservacion de flujos, al interior de cada arco. entre
los flujos que entran v salen de él. En tal sentido, bajo ciertas condiciones de
monotonicidad en el comportamiento de los flujos (ver condiciones FIFO en los
proximos parrafos) debiera cumplirse una condicion general del tipo:

19 G4ra(t})
/ ug(t)dt = f galt)dl, (22)
t t

¢ P4ralt?)

5 En estos momentos estamos realizando experimentos con los tres tipos de
formulaciones planteadas a fin de estudiar las caracteristicas de propagacion de
flujos que producen.
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para valores arbitrarios de 7 y t?- con t! < ty.

Sobre la base de las ecuaciones dindmicas y de conservacion de flujos, analizadas
en las secciones anteriores, es posible plantear un conjunto de restricciones que
establecen las condiciones que debe cumplir cualquier solucién factible de un
modelo de asignacion dinamica. Sin embargo, algunos autores (Carey, 1992)
han planteado que, en su progresion a través de la red, los flujos debieran ser
procesados de acuerdo con una disciplina FIFQ; es decir un vehiculo que entra a
un arco primero que otro, debiera salir de él también en primer lugar. Esto es
equivalente a decir que no se permiten adelantamientos, lo que parece razonable
como regla general si los niveles de congestion son elevados, ya que en tal caso
las maniobras de adelantamiento se tornan practicamente imposibles; de hecho,
mientras mayor sea el nivel de congestiéon mas ajustado a la realidad es un
tratamiento FIFO de los flujos.

Para que la condicion FIFO en el procesamiento de los flujos se cumpla, es
necesario que los tiempos de viaje sobre el arco a cumplan la condicion:

Ve <tf, 0t €0,T] 8+ (td) <9+ maltS), (23)
que se puede escribir coma:
(t7 = 18) > (ma(t]) — 7alt})), (24)

dado que estamos usando una formulacion en tiempo continuo, podemos derivar

la misma condicién cuando t§ tiende a #]. Si definimos D= (7 —1?), dividimos

ambos miembros de (24) por D y multiplicamos todo por —1, obtenemos:

_(ra(t? + D) — 7 (9))
D

> -1, (25)

que, cuando D tiende a cero, se transforma en la condicién: dr,(t)/dt > —1.
Es importante notar que la condicion (22) es estrictamente valida solo si se
cumple esta iltima condicién para la derivada de 7,, es decir. si se respeta
el comportamiento FIFO en todo momento. De lo contrario, (22) puede no
cumplirse para ciertos valores de 1! y f‘}“.

Sin embargo, es discutible que la condicién FIFO sea razonable para condiciones
de baja congestion y obviamente no lo es en condiciones de flujo libre. Por lo

¢ Por ejemplo, si en un intervalo [t],t%] entran tres vehiculos a un arco, el
primero en t?, el segundo en 9,(> t?) y el tercero en t(> 13,), pero el segundo
de ellos sobrepasa al primero en su viaje sobre el arco analizado, tendremos
que en el intervalo [t7,t}] entran tres vehiculos al arco, pero en el intervalo
[t2+7(?), 1‘3- <+ r(t?- )] saldrén solo dos vehiculos del arco. lo que viola la condicion
(22).
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tanto una correcta representacion del fenomeno requeriria una formulacion de la
funcién de egreso que pudiera adaptarse a las distintas condiciones que se dan en
la practica dependiendo del nivel de congestién.

3. COSTOS DE OPERACION EN EL TIEMPO
3.1 Costos Instantdneos de Operacién por Unidad de Tiempo

Dado que en un modelo dindmico todas las variables de operacién dependen del
tiempo, la forma mas natural de considerar los costos de los vehiculos sobre la red,
seria mediante la definicion de un costo promedio instantineo de operacién, por
unidad de tiempo sobre cada arco, ¢,(2), que representa el valor econémico de los
factores consumidos, por unidad de tiempo, por un vehiculo que viaja sobre dicho
arco. Podriamos entonces suponer que ¢, es una funcién no-negativa, continua,
convexa y diferenciable, dependiente del niimero de vehiculos que se encuentren en
el arco en ese instante y podemos escribir: Co[fa(t)] = ca[fa(t)]fa(t). Entonces,
la tasa de costo total sobre la red en el instante ¢ sera igual a 2. Cal(t). Por lo
tanto, el costo total de operacion sobre la red durante el periodo de tiempo [0, 7)
puede expresarse como:

v i
F= qu Culfalt)]dt, (26)

Ca[fa(t)] es el costo total, experimentado por el conjunto de los vehiculos que se
encuentran en el arco a en el instante ¢ y por lo tanto, corresponde al consumo
total de recursos sobre el arco en ese instante. Es importante hacer notar que, a
diferencia de la definicién usada por otros autores (Ran, Boyce y LeBlanc, 1993),
el costo unitario instantaneo sobre un arco a, cq[fa(1)], representa una “tasa”
instantanea de costo, que corresponde a los recursos gastados por un usuario del
arco en el instante ¢ y no al costo de recorrer el arco completo en dicho instante.

En los casos en que el 1inico recurso relevante es el tiempo gastado por los usuarios
de los vehiculos, tendremos que el costo total sobre un arco a. en el instante ¢,
puede expresarse como k fa(t)dt, con k igual al valor unitario del tiempo. El costo
total sobre la red durante el periodo [0, T) sera en tal caso igual &:

Z=Zk Tf,[t)dt, (27)
4 0

El costo marginal sobre el arco a, en el instante . serd igual a la variacion
experimentada en el costo total correspondiente, cuando la cantidad de vehiculos
que se encuentran en el arco, en el instante t, cambia en una unidad y puede por
lo tanto expresarse como:

1iqy = ACa(t)
Cc(f) = m, Va € .A. te [0, Tl. (28)
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y en el caso en que el tinico costo relevante sea el tiempo valdra: CL(1) = kdt.

Por lo tanto, el concepto de costo usado en el caso dinamico se diferencia en
forma importante del usado en los MEE. En estos iltimos, el costo no depende
del tiempo, dado que sélo se consideran condiciones estacionarias, con valores
constantes de flujo para cada arco, vilidos para todo el periodo de analisis; en
tales condiciones, los costos de operacion unitarios (ya sean medios o marginales),
gsobre un arco a determinado, son también constantes durante el periodo y
se expresan como costo de atravesar completamente el arco a o la ruta p en
condiciones de operacion estacionanas para cada arco.

Sin embargo, en el caso dinamico las condiciones de operacion (densidades de
trifico en el arco, velocidades y costos) varian para cada instante { y por lo
tanto, el costo que un vehiculo experimenta al atravesar un arco a, ¢, sera
igual a la integral de los costos instantdneos, ¢, [fa(1)], experimentados durante el
lapso de tiempo t, que dura el viaje sobre dicho arco (igual a la diferencia entre
el momento t}, en que el vehiculo atraviesa el nodo de salida, menos el momento
t$, en que atraveso el nodo de entrada):

(A

a) = [ alitid,  Vaed (29)
i

Por lo tanto, el costo total percibido por un vehiculo, como consecuencia de

atravesar totalmente una ruta p = (@y,as,...,a,), a; = (k,i), a, = (j,n),

que une el par w = (k,n), partiendo desde el origen en el instante t*, vendra

dado por:

An l:
i)=Y [ alfitldt  pe P (30)
ay a
en que #* = t{ y i =t . Vi€ [l,n—1]. Nétese que el valor de T,

depende del momento de partida desde el nodo origen del arco ay, t; . que se
supone determina el instante ¢ en que se pasara por cada nodo de la ruta p. En el
caso estacionario, el momento de partida es irrelevante, dado que las condiciones
de operacion sobre la red son constantes durante todo ¢l periodo de analisis. En
forma similar, se puede definir el costo marginal que provoca un vehiculo adicional

que recorre la ruta p = (a;,az2,....a,), @ = (k.1), a, = (j.n). que unec el
par w = (k,n), partiendo desde el origen en el instante #*: '
Ap (:
B™)= Z/ [Ci(t)dt, p€ Py. (31)
ay !:

También es posible definir un costo instanténeo sobre la ruta p, que considere
la suma de los costos que en ese instante f se estén experimentando a través
de todos los arcos de la ruta; para ello debemos definir el costo por unidad
de distancia, sobre cada arco de la ruta p, en el instante t, que sera igual
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al costo por unidad de tiempo dividido por la velocidad del flujo en el arco,
ca(t)/va(t); por lo tanto, el costo instantdneo de atravesar el arco a en t, serd
igual & ¢i(2) = [ca(t)/va(t))ls en que I, es el largo del arco a. Entonces, el costo
instantineo de atravesar la ruta p en t, vendra dado por:

(1) = Z (ca(t)/va())la, (32)

El concepto de costo instantdneo sobre un arco o una ruta, ha sido usado por
varios autores (Friesz, et al. 1989; Wie, Friesz y Tobin, 1990; Ran, Boyce
y LeBlanc, 1993), sin embargo, su definiciéon ha adolecido de la falta de una
descripcién analitica precisa, como la dada en (32) para ¢,(2) en funcién de ¢! (t)
¥ €a(t), que relacione las dimensiones espaciales y temporales involucradas.

Los autores citados en el péarrafo anterior, definen un costo instantaneo de viaje
(en t) sobre cada arco a, ci(t), que representa “el costo de atravesar el arco si
las condiciones de operacién permanecen constantes, iguales a las del instante
t". La diferencia entre este concepto de costo unitario de operacion sobre un
arco y el representado por c,(t), debiera quedar clara comparando (30) y (32).
La definicién de c.(t) permite expresar facilmente el costo instanténeo sobre una
ruta p, como:

G(t) =Y cilfalt), ua(t), ga(t)), (33)

Si usamos el concepto de costo instantaneo, la expresion de los costos totales de
operacion del sistema, en el intervalo [0, T), toma la siguiente forma:

Z'= ]ﬂ ;c:(f)gcmdt, (34)

que tiene un valor distinto que el expresado por la ecuacion (26) usando la tasa
instantinea de costo C,(1). En (34), el costo total Z' se calcula asignandole a
cada vehiculo ¢l costo instantaneo de atravesar el arco en el instante de sulida y no
el costo real, de acuerdo con las condiciones continuamente cambiantes que éste
experiment6 durante el viaje a través del arco; esto 1iltimo es lo que s¢ hace en
(26) para calcular Z. Obviamente la diferencia entre Z y Z' sera mavor mientras
mas largos sean los arcos considerados.

El costo real percibido por un usuario que transita a través de una ruta p
serd Tp(1*) y no ¢p(t), dado que el viaje por la ruta transcurriri a través del
tiempo y no instantdneamente en t; este ltimo corresponde a las condiciones de
operacion, que serian transmitidas a los usuarios por un sistema que estuviera
permanentemente informando el estado de la ruta. observado en un momento
determinado. Notese que, si las condiciones de operacion fueran estacionarias,

-430-

ACTAS DEL VI CONGRESO CHILENO DE INGENIERIA DE TRANSPORTE, 1993
SOCIEDAD CHILENA DE INGENIERIA DE TRANSPORTE



constantes Vt € [0, T, entonces se cumpliria que ©,(1*) = €,(f) e iguales al costo
correspondiente en un MEE.

3.2 Costos Dindmicos Sintéticos de Operacién

Una alternativa a la formulacion de costos “instantaneos”, analizados en la seccion
anterior, es la definicion de lo que en adelante denominaremos costos “sintéticos™
de operacién sobre un arco. Podemos por ejemplo suponer, que el costo de viajar
a traves del arco a, es funcién del nimero de vehiculos que se encuentran sobre
el arco en el instante %, en que el vehiculo entra en el arco, lo que es consistente
con la definicién propuesta para g, ¥ 7, en la seccion 2.4. Entonces, podemos
definir una funcién ¢,[fs(2%)], que define el costo de operacién promedio que sera
experimentado por un vehiculo que recorre el arco a, partiendo del nodo entrada
en el instante %, y que recibe el nombre de costo sintético del arco.

En aquellos casos en que el 1inico costo econémico relevante es el tiempo de
viaje, entonces tendremos ,[fs(t°)] = 74(#°), que puede obtenerse usando una
ecuacion como la definida en (18). En la practica sera necesario realizar un estudio
econométrico adecuado para calibrar los parametros de funciones de dicho tipo,
que permitan definir costos sintéticos para todos los arcos de la red. Ahora
podemos expresar el costo total de operacion que experimentaran sobre el arco a,
los vehiculos que ingresan a él en el instante t° como, C,(1°) = Calfal®Nualt®), ¥

por lo tanto, el costo total de operacién sobre la red para el periodo [0, T] puede

ser escrito como:

r
2 Z A Ca(t®)ua(°)dt®, (35)

y cuando el tinico factor relevante es el ticmpo de viaje:
i 0
Z= [ Ta( 1" uga (1°)dt®, 36)
2 ‘

Usando el concepto de “costo sintético™, ,[fa(1°)]. s¢ puede expresar el costo
experimentado por un vehiculo que viaja a través de la ruta p que une ltzi nodos
k v n (correspondicnte al costo promedio sobre el arco) como:

m

&,p(t*) = ZE,,.U?]. a, €p, pE Pe.w=(k.n). (37)

=]
cont] =1, yt] = Z‘;'l Ta;(1?). El tiempo total gastado por un vehiculo en
viajar sobre la ruta sera:

T(t*) = (1 = 1) =Y 7 (t]), (38)

donde ¢** representa el instante en el cual el vehiculo alcanza el destino n.
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Es posible también expresar el costo total de operacion sobre el arco a en ¢, como
la suma de los costos sintéticos experimentados por los vehiculos que abandonan el
arco en el instante ¢, Co(1%) = T4 [fa(2°)]ga[t® + 7a(t?)]; €l costo total de operacion
sobre la red se puede expresar entonces como:

T
Z= Z/ﬂ Ca(t®)galt® + 7a(2°))dt°, (39)

En don&e. de acuerdo con la definicidn de la funcién g,(t) dada en (12):

94 [t° + 1a(t°)] = galfal(t®))]s (40)

4. PRINCIPIOS DINAMICOS DE ASIGNACION DE FLUJOS

Tal como en el caso de los MEE, es légico suponer también en el caso dinamico,
que un usuario racional de la red de transporte tratard de minimizar el costo
total de viajar entre el par w correspondiente. Por lo tanto, sus decisiones de
eleccion de ruta estaran guiadas por dicho objetivo.

Si suponemos un sistema de transporte representado por la red G(A”, A), que no
.se encuentre excesivamente congestionado y cuyo uso sea repetitivo (ej. viajes al
trabajo en el periodo punta manana, que se repiten diariamente con las mismas
caracteristicas), podemos asumir que es posible para los usuarios obtener, a
través del uso diario, informacién del costo de viaje relevante T,(t*), en que
t* corresponde a la hora de partida del viaje, que se supone es todos los dias la
IMisSma.

El viajero pasard todos los dias a la misma hora por los distintos puntos de su
recornido, encontrando mas o menos las mismas condiciones de opceracion, las que
variaran antes y después de su pasada, como podra constatarlo aquellos dias que
modifique su hora de partida desde el origen. En tales condiciones, podra clegir
la ruta que minimiza el costo de viaje T,(1*), dada una hora fija de partida #*. En
este caso podemos decir que el sistemna se encontrara en “equilibrio dindmico™,
cuando:

“para todos los usnarios que salen a la misma hora f, desde un centroide
origen dado y se dirigen al mismo centroide destino, ¢l costo de viaje ©,(1),
experimentado al atravesar todas las rutas con flujo positivo, es el mismo e
inferior al que se experimentaria utilizando una ruta que no posee flujo”

El principio recién enunciado, que en adelante identificaremos como EDU,
extiende al caso dinamico el concepto de equilibrio estatico. denominado éptimo
de usuarios. formulado por Wardrop. (1952).

Sin embargo. la situacion es diferente si el usuario no puede adquirir informacion
confiable del costo relevante de viaje sobre la red, va sea debido a su
desconocimiento del sistema, o a que las condiciones de operacion sobre ¢ésta
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son inestables, como consecuencia del elevado grado de congestion. En tales
casos, el usuario no podra tomar decisiones racionales por si solo y una solucién
al problema de eleccién de ruta podria basarse en el uso ya sea de sistemas de
informacién o de guia centralizada de viaje.

El uso de sistemas de informacion para mejorar las decisiones de elecciéon de
rutas sobre una red, bajo condiciones dindmicas de operacion, ha comenzado
a ser estudiado durante el tltimo tiempo (Mahmassani y Jayakrishnan, 1991;
Caplice y Mahmassani, 1992); sin embargo, todavia no se posee un conocimiento
cabal del resultado de tales sistemas, ni de las posibles estrategias optimas de
informacién.

Un problema de los sistemas estudiados, es que entregan informacién de los costos
instantaneos de operacion sobre la red en un momento del tiempo, ¢,(t), y no del
costo real de operacién que se experimentara como consccuencia de las decisiones
tomadas por todos los usuarios de la red, sobre la base de la informacion recibida.
Una de las consecuencias logicas del uso de tales sistemas de informacién es que,
el resultado obtenido depende del niimero de usuarios que tienen acceso a €l y de
su sensibilidad de respuesta; asi, se obtiene un mejor resultado para el conjunto
si sélo un porcentaje de los usuarios de la red recibe informacién del estado del
sistema, que si ésta es entregada a todos.

Friesz, et al. (1989), y Wie, Friesz y Tobin, (1990), dcfinen un principio de
comportamiento que denominan “éptimo dinamico de usuarios” (DUO), que tiene
la siguiente expresion:
Se dice que un conjunto factible de flujos dinamicos, {f(t)}, es “6ptimo
dindmico de usuarios” (DUQ), si para cada par O — D en cada instante de
tiempo t € [0.T), el costo instantdneo de viaje, ¢,(t), sobre todas las rutas
p que son usadas es idéntico. e igual al minimo costo instantaneo de viaje,
entre todas las rutas alternativas que sirven para viajur entre ¢l mismo par

O - D.

Es importante observar, que el principio de asignacion de trifico descrito, no
requiere que sean iguales los costos “realmente experimentados™ por los usuarios
que viajan entre cada par O — D. partiendo en el mismo instante 1%, T,(1%),
definido en (13). DUO sélo requiere que scan iguales los valores de €,(f). definidos
en (15).

Por su parte, Ran, Boyce y LeBlanc, (1993). dan la siguiente definicion alternativa

que denominaremos DUQO": _
Se dice que un conjunto factible de flujos dinamicos. {f(t)}. es “éptimo
dindmico de usuarios” (DUQ’), si para cada par O — D en cada instante
de tiempo t € [0,T), para cada nodo de la red. el costo instantdneo
de viaje, E,(t), sobre todas las rutas p usadas que parten de dicho nodo, es
idéntico e igual al minimo costo instantdneo de viaje, entre todas las rutas
alternativas que sirven para viajar entre el mismo par O — D.

A pesar de lo que argumentan Ran, Boyce y LeBlanc, (1991), en nuestra opinién
ambos principios son equivalentes y debieran conducir a la misma solucién
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de flujo; las diferencias en las expresiones por ellos obtenidas, para el costo
instantaneo sobre las rutas, se deben a errores de interpretacion en los resultados
entregados por los modelos.

Si el objetivo es minimizar el costo total de operacion del sistema durante el
periodo de andlisis [0, T'), lo que interesa es que los costos marginales de operacion
entre cada par w, y para cada instante de partida t°*, wp(?*), sean iguales sobre
todas las rutas p € P,, usadas y mayores & los que se experimentarian sobre las
no usadas. Sin embargo, para obtener esto seria necesario utilizar un sistema
de guia centralizada que dirigiera a cada vehiculo en su paso a través de la red,
desde que ingresa a ella en el instante *. Esto plantea una serie de problemas
practicos de transmisién de la informacién pertinente.

7.CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

En el presente trabajo hemos analizado los elementos fundamentales de un modelo
de asignacién dindmica & redes de transporte. El desarrollo de tales modelos esta
empezando a experimentar un fuerte auge, similar al que se observo durante los
setenta y ochenta, respecto del desarrollo de modelos de asignacién de equilibrio
estatico. Sin embargo, queda ain mucho que avanzar en la formulacién de
modelos mas completos y realistas respecto del comportamiento de la realidad
que se intenta describir.

Hemos visto que las ecuaciones dinamicas que han sido usadas para explicar la
evolucion en el tiempo de las variables de estado, y su relacion con las variables
de control, son todavia demasiado simples v no reconocen caracteristicas basicas
de la dindamica de los flujos en términos de sus relaciones espacio-temporales.
Algunas de estas relaciones, que fueron propuestas cn la seccion 2, incluyen
explicitamente variables como la velocidad del flujo y la densidad espacial del
trafico, que no han sido usadas en los modelos existentes. Estas relaciones pueden
introducirse para mejorar la formulacion de las ecuaciones dinimicas utilizadas.

La formulacién consistente de las funciones de costos a utilizar tampoco ha
recibido suficiente atencion. Ha existido més bien la tendencia a extrapolar el
concepto de costo de operacién sobre un arco, usado en los MEE. definiendo para
el caso dindmico un costo instantaneo de recorrer el arco en f. gque se asigna
a los viajeros en el momento que ingresan o abandonan cl arco. Este “costo
instantaneo”. no resulta muy natural para el caso dinamico y hemos mostrado
como pueden usarse otros conceptos mas adecuados. rclacionados con el costo
experimentado por los usuarios en el instante t. Es necesario tambic¢n avanzar en
el estudio de las formas especificas y propiedades matematicas que las funciones
de costo presentan.

También es necesario desarrollar més la formulacion de principios de
comportamiento para los usuarios individuales v el sistema en su conjunto: cn
especial, es importante relacionar estos principios con distintas cstrategias de
informacién a los usuarios y con la posible operacion de sistemas centralizados

de guia.
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