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RESUMEN

Uro de los principales problemas que surge cuando se analizan politicas dirigidas a modiflicar el
sistema de tramsporle, corresponde a la prediccion del comportamiento de los usuarios como respucsta
a los posibles cambios que se produzcan. En este contexio, los modelos de eleccién discreta, basados
ce la tcoria de la utilidad alcatoria y formulados de acuerdo a una esiructura conductual de los usuarios
del sistema de lransporle, han mosirado ser una herramienta eficaz. Particularmente en Chile, se
distimguern cstudios de transporie urbano y recieniemenie interurbano (Véjar, 1993; Vera, 1993)
relaciomados con el valor subjetivo del tiempo, politicas de tarificacion, andlisis de aliernativas y
planificacion, entre otros,

La cstimacién de los pardmetros de los atributos asociados a la funcién de utilidad, se hace
mormalmente utilizando la técnica de maxima verosimilitud. Convertir los intervalos de confianza de
los pardmetros en ¢l intervalo de confianza de la probabilidad de eleccién presenta dificultades, va que
la relacién entre ambos es no lincal. Existen diversos métodos de estimacion de estos intervalos
(Horowilz, 1. 1979, Koppelman, F, 1976), destacando ires de cllos. El primero coasiste en aproximar
la probabilidad d¢ cleccidn scgin una cxpansién cn scric de Taylor de primer orden, lincalizando la
relacion entre los parémetros y la probabilidad de cleccion. El segundo mélodo sc fundamenta en la
programaciéon no lincal, cxisticndo diversas formas de formular ¢l problema. Por Gllimo, el tercer
método es desarrollado a partir de la leoria de propagacion de errores. Todos eslos requicren excesivo
recurso computacional y son de eslimucidn bastante dificuliosa (Daganzo, 1979).

El objetivo del estudio es estimar empiricamente el intervalo de conflianza (en adelante, 1C), el método
de trabajo cstd sustientado en la técnica dc Montcearlo, siendo la informacién relevante los valores de
los coelicientes asociados a la funcion de utilidad (esperanza estimada) y sus respectivos crrores
estdmdar,

Se concluye quc ¢l IC estimado por csic mélodo, pars un nivel de significancia estadistica dado, esun
buen indicador del crror de prediccion y presenta venlajas comparalivas respecto de los métodos
tradicionales, en cuando a recursos computacionales y dificullad de estimacién.
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1. INTROPUCCION.

Para estudiar ¢l comportamicato y estructura de preferencias de usuarios (rente & un grupo de
ahermativas especificas (eleccion de modo de transporte y eleccion de ruta, por ejemplo), sc ha
utilizado el marco de la tcorfa de la utilidad aleatoria, el cual supone que las elecciones de los
comsumidores pueden represeniarse por una componenle [ija, funcién de un vector de atributos
observados, y una componente variable que refleja los gustos particulares de cada individuo, como
tsmbién los errores de medicion u observacién por parte del modelador.

La (orma usualmenic adopiada para la componcate (ija cs suponcrlz lineal en los atributos. En cambio,
la componenle variable puede ser tratada como una variable aleatoria por lo cual, sélo es pesible
determinar la probabilidad de eleccion de la alternativa. En este contexto, el modelo generado depende
de la forma funcional que se adopte para la variable aleatoria. Los modelos de mayor uso en este
campo son Logit y Probil, que sc oblicaen de asumir una distribucién Gumbel y una Normual,
respeclivamenic para los residuos.

Al adoplar el modelo Logit se obtienc la siguiente forma funcional para la probabilidad (P,;) de que
¢l individuo i clija la alternativa j entre N alternativas disponibles:

Vig
‘Plj = -.-...?...-.—.-
?‘5 o Vi (1)
=
com:
Upg = Viy * €y (2)
N
Viy = ?_? au"“u: (3)

doadc V, es la componente fija - con pardmetros 8, y stributos Xigy = ¥ €, ©s la componente
variable de la funcion de utilidsd U, .

Existen diversas técnicas para la estimacion de los parémcetros de la funci6n de utilidad, dependiendo
del tipo de experimento que se csté realizando. Pearmain y Krocs (1990) sgrupan cn custro las técnicas
mbs wtilizadas: Método grafico, Andlisis Monotonico de la Varianza, Técnicas de regresion y Modelos
de eleccion discreta.

Cual de éstos utilizar depende de diversos criterios, entre los que sc destacan: la escala de medida de
la variable de preferencias, cl disefto experimental, el nivel de agregacion descado de los resultados,

la forma luacional de la utilidad, la disponibilidad de softwarc de estimacion y cl propésite del estudio
(Kroes y Sheldon, 1988: MVA el. al. 1987; Morikawa, 1990).

La técmica dc maxima verosimilitud, es la més ampliamente utilizada en cstudios de demanda de
tramsporte. Independiente del método utilizado para estimar el vector de parémetros B, existen diversos
errores posibles de ocurrir, cntre estos destacan:

- Inclusion de variables explicalorias irrelevanies;
- Variaciones aleatorias cn los gustos y/o ingresos;
- Omision de variables explicatorias relevantes;

- Variables explicatorias corrclacionadas;
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- Disefio muestral erréneo;
- Forma funcional err6neas,

los que ham sido estudiados extensivamente por Theil, 1971, Koppelman, 1976, 1976a; Bouthelier y
Dagaszo, 1979; y Reid, 1978, calre olros.

El presente trabajo de investigacion esta enfocado a la eleccion de ruta en transporie interurbano e
istenta profundizar en la estimacién de intervalos de confianza para la probabilidad de eleccion,
debido tanto a errores producidos en el disefio muestral del experimento de loma de informacién, como
ainformacién incompleta de las variables relevantes. La seccion N°2 describe brevemente los mélodos
teodricos normalmente utilizados para estos efectos. La secciéon N?3 desarrolla un método alternativo
basado en la técnica de Montecarlo, comparando los resultados obtenidos entre los diversos métodos
a partir de un cjemplo numérico. Las principales conclusiones y lincas de investigacién futura, se
prescatan en la seccién N94,

2. METODOS TRADICIONALES.

Los errores de muestreo en los modelos de eleccion discreta, como en otros modelos economélricos,
s deben 2 la necesidad de estimar los valores de los pardmetros con informacién [inita. Cuando éslos
som estimados ulilizando la lécnica de maxima verosimilitud, s¢ asume que los errores en los
parémetros son asintOlicamente distribuidos normalmente con media 0 y matriz de covarianzas
estizmada a partir de la derivada de la funcién de verosimilitud con respecto a los parémetros. Esta es
la forma mis adecuada de estimar los intervalos de confianza de las componentes del vector B.

Coavertir los 1C de los parametros en ¢l IC de la probabilidad de ¢leccion presenta dificultades, ya que
la relacitn entre el vector B y Pj; es no lincal. Existe una diversidad de mélodos para computar dicho
istervalo, siendo los més relevanles los propuestos por Horowitz, J. (1979) quicn aproxima la
probabilidad de eleccién scgin una cxpansion cn scric dc Taylor de primer orden, lincalizando la
relaciom entre los parametros y Py,

Denotamndo por P* y P a la probabilidad de cleccién estimada y verdadera, respectivamente, s lienc
que:

P* =P+ (B - b}'%g (4)

domde b es cl vector columna de los pardmetros verdaderos.

Emtonces, la varianza de P~ vicne dada por :

v . OP 0P

o ' 3p &0

domde A es la matriz de covarianza de b.

El valor numérico de V puede ser estimado sustituyendo b por B en las derivadas. Entonces, si Z(e/2)
denota el percentil 1-¢/2 de la distribucion Normal esténdar al 100{1-¢) porciento de confianza, el
IC de PP es:

P* - Z(e/2) VY25 P < P* + Z(e/2)-V3/3 (6)
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El segundo método se fundamenta en la programaciéon no lineal, existiendo diversas formas de
formular ¢l problema. La alternativa més sencilla denota por P,(B) a la probabilidad de escoger la i-
¢sima alternativa - de entre J - cuando ¢l vector de pardmetros es B y ¢l vecior de atributos es fijo.

Defimiendo {b,8) como (8 - b)'A(B - b) y b,(e), Bi(e) por el problema de programacién no lincal

siguicate:

[b,(e), B (€)] = [Min, Max])P,(B), i=1,..,J (7)

sujelo a:

Q(b,p) < xl(e, M (8)

la solucion del problems de minimizacibn (maximizacién) permile obtener valores de B tal gue las
desigualdades:

b,(€e) < P, s By(e), 1=1,..,J (?)

defimen conjuntamente un IC para P, con un nivel de signilicancia del 10041-¢) porciento.

Deaotando una de las alicroativas de eleccion por t, las variables {V,- V5 j=1,..Jy; jeb 1} son una
combimacién lincal de B. Bajo ¢l supuesto que B es asintolicamente normalmente distribuido, las
variables (V,-Vi) también lo son, con media {U;-Ug =16 ) 4 1} y matriz de covarianza C, donde:

Jy Ju

Ciy = L Y a0 (X, X)X, X,,) (10)

r=1 g=1

Si existen s6lo dos alternativas de cleccion (Logit Binario) la mairiz C s un escalar. Enlonces, si
Z(e/2) denota el percentil 1-¢/2 de la distribucién Normal estdndar al 10041-¢) porcicnio de
coafiamza, ¢l IC para {U,-U;] es

€V =Vp) =2, CH 25 (U =Uy) S (V= V) + 2, CY /2 (11)

Denotendo cl lado izquicrdo y derecho del intervalo por b y B respectivamente, el 1C para la
probabilidad dc cleccion cs

L sps—t
1+e 1ve (12)
1:e’spas 1:«.-"P

Esta simple cxpresion para ¢l IC exisic s6lo para modclos de clcccidon Binarios.

Un método alicrnativo, desarrollado por Koppciman, F. (1976) pcrmiic cstimar el error en la obiencién
de la probabilidad de cleccion & partir de la tcoria de propagacién de crrores.
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SeaZ = l'(:l,lt,...l.}, entonces la ecuacidn

e of v2., 2 , pr.of - - .
e, g(gi';] E‘l z: g-a}—‘-a;je.re,’r” (13)

en que:
€, : crror de Z
€y : error asociado a variable x,
T cocliciente de correlacion entre x, y x,

cstima ¢l error de la funcién Z, debido a los errores de las variables independientes. Esta ccuacidn es
exacta si la funcién [ es lincal, y una bucna aproximacién cn otros casos (Beers, 1958).

Comsiderando ¢l modelo Logit delinido por lu ecuacidn (1), derivande y reemplazando 1érminos, se
obticme:

e, = (p,-cl—P,m-{Zj Bre,® + ;J):; BaBies, ®x, L1y (14)

deapreciando ¢l término debido u correlacién, lu ecuacion (14) se simplifica obleniéndose:

ep" = (Pyl{l-8y) ):'E ﬂt'en‘ (15)

ecwacion que permite estimar ¢l error en la determinacién de la probabilidad de cleccién en forma
ripida y seacilla si sc conoce la matriz de corrclacidn.

Si biem cunigquicra de los méiodos descritos permite estimar un IC parz la probabilidad de eleccion,
para uwe nivel de significancia dado (salvo ccuaciém N¥ 15), el grado de exactitud de cada uno es
imcierio.

El ejemplo numérico siguientc considera dos alternativas de eleccion: camino pavimentado o camino
de tierra. Los atributos relevanies son ¢l tiempo de viaje, ¢l valor del penje (en ¢l caso del camino

pavimentado), la distancia recorrida y la constante rutal.

Cuadro ¥Rl : Parémetros Estimados.

Atributo Par&metro Error Esténdar Estadistico T
Tiempo -0.055842 0.01278 4.4
Peaje -0.001061 0.00011 10.0
Distancia -0.018665 0.01072 1.8
Cte.Rutal -2.614600 0.22025 11.9
Rho®*= (0,29 |N0Obs = 595

Comociendo la matriz de correlacion, la matriz de varianza-covarianza y ¢l vecior de parémetros B,
el IC de cada mélodo es ¢l detallado en Cuadro N¥2. S¢ ha considcrado una variacion del flujo (q)
catre 100 y 2500 |Veh/Hr] para dos niveles de peaje($0 y $1500), se detalla el Girado de Saturacion (X)

para wna capacidad de 2000 [Veh/Hr| del camino pavimeniado y la probabilidad dc elegir la ruta
pavimeatada (P).
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Cuadro N22: Intervalos de Confianza para la Eleccién

Métodos Tradicionales de estimacién del IC
Peaje q X 22 CLB PE EST PNL

$0 100 5 95.1| 90.3 97.5 91.8 98.3 89.7 100.4 84.2 97.
500 24 95.0( 90.2 97.5 91.7 98.3 89.7 100.4 90.2 97.
1000 47 94.3| 88.7 97.2 90.5 98.0 88.2 100.4 80.8 96.

LMoo~ HN

1500 68 90.0( 79.1 95.5 B83.7 96.3 79.9 100.2 61.8 97.
2000 78 78.3| 58.5 92,7 66.5 90.2 59.2 97.5 31.9 93,
2500 86 68.9| 38.1 89.6 53.9 83.9 44.7 93.1 14.5 95.
$§1,500 100 4 79.6| 60.3 91.0 68.3 91.0 6H1l.3 97.9 75.6 83.2
500 20 79.6| 60.2 90.9 68.2 90.9 1.2 97.9 75.5 83.1
1000 39 78.4| 58.2 90.4 66.6 90.2 59.3 97,5 74.2 82.1

1500 56 74.2| 51.0 88.7 60.8 87.5 52.5 95.8 69.4 78.3
2000 68 68.4| 41.9 86.4 53.3 83.5 44.0 92.8 62.9 73.0
2500 83 66.1| 40.0 85.9 50.4 81.7 40.8 91.4 61.5 71.8

CLB : Método aplicable a modelos Logit Binarios.

PE ; Método de propagacion del error,

EST Estimacién segin expansion en serie de Taylor,
PNL Estimacion segiin programacion no lineal.

Es interesante notar que el método de estimacién seglin expansién en serie de Taylor, tiene la desventaja
de poder producir resultados erroneos (probabilidades de eleccién superiores al 100%). Por otro lado,
todos tienden a estimar IC de amplitud superior a medida que la probabilidad de eleccién disminuye,
llegando a resultados no satisfactorios desde un punto de vista practico. Entonces, si bien todos los
métodos expuestos permiten estimar un IC con un nivel de significancia estadistica adecuado, salvo el
método de propagacion del error, el rango posible de variacién de la probabilidad de eleccién, para
fines pricticos, es demasiado amplio,

Todos los métodos expuestos requieren excesivos recursos computacionales y son de estimeci6on bastante
dificultosa. Entonces, la cuestion es si existe algiin método empirico facil de implementar y con un
grado de exactitud adecuadn.

En este conlex1o, a continuacion se desarrolla un método alternativo basado en la téenica de Montecarlo.

3. METODO ALTERNATIVO.

La técnica de Montecarlo se ha generalizado debido a su conexién con los juegos de azar, para describir
cualquier método de cémputo que utilice nimeros aleatorios. Muchas aplicaciones descritas como
simulaciones de Montecarlo son simulaciones en este sentido, debido a que siguen el desarrollo de un
proceso estocastico. Sin embargo, ciertos métodos de Montecarlo se aplican a problemas que no son
intrinsecamente aleatorios; los nimeros aleatorios s6lo proporcionan una manera conveniente de evaluar
una canlidad; por ejemplo, el valor de una integral. Se puede interpretar que una integral representa
el valor de un édrea o volumen. El método de Montecarlo genera al azar las coordenadas de un punto
dentro de un espacio y determina si el punto cae dentro del drea o volumen definido por la integral.
Repitiendo muchas veces el experimento y midiendo la proporcién de puntos que cacn dentro del drea
o volumen se obtiene un valor aproximado para la integral,

Es posible distinguir dos tipos de métodos de Montecarlo (Hammersley y Handscomb, 1964) definiendo
como métodos probabilisticos a los que se aplican a problemas en que un proceso aleatorio es intrinseco,
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y como deterministas a los que proporcionan una manera conveniente de evaluar alguna cantidad.
Ciertamente, el método aqui desarrollado pertenece a éste altimo grupo.

Una simulacién de Montecarlo requiere sucesiones de nimeros aleatorios gque se obtienen de una
distribucién que normalmente no es uniforme. Por lo general no se dispone de métodos para generar
nimeros aleatorios directamente con una distribucién especifica. Sin embargo, si existen métodos para
generar nimeros aleatorios con una distribucién uniforme. Casi todos los métodos que se utilizan para
generar una distribucidn no uniforme se basan en el principio de transformar una sucesion distribuida
uniformemente de nlmeros aleatorios en la sucesién requerida,

El objetivo es determinar un IC para la probabilidad de eleccidn, a partir de los errores en la estimacion
de los parametros del modelo de utilidad. En este caso, la informacién relevante son Jos valores de los

coeficientes asociados a la funcién de utilidad (esperanza estimada) y sus respectivos errores estandar.

Entonces, eliminando el suhindice asociado al individuo, la funcion de utilidad tiene la forma:

M
Vy; =Y BiXyy (16)
k=1
donde:
ﬁ':_k s ﬁk gﬁ'z;c (17)

define el IC del pardmetro B, para un nivel de significancia estadistica conocido.

Definiendo por:

Vi (Baig)
e 3
PP = 2
g P (18)
k=l
PJMAI’MIN =Max, Min (PJ(BZ!] :PJ{ﬂ2) )
Se cumple que:

P < py < P (19)

Lo que representa un IC para la probabilidad de eleccién de féacil estimacién, pero con un nivel de
significancia estadistica desconocido.

Bajo el supuesto que los pardmetros estimados se distribuyen segtin una Distribucion Normal, es factible
utilizar un procedimiento que genere niimeros aleatorios distribuidos normalmente para cada pardmetro
de la funcién de utilidad, manteniendo constante el vector de atributos, Con estos nuevos parémelros
se reevalua la funcién de utilidad de los usuarios, lo que permite determinar la nueva probabilidad de
eleccion. Repitiendo el procedimiento varias veces, es posible estimar el IC asociado a la probabilidad
de eleccién con el nivel de significancia estadistica deseado. Si N es el nimero de probabilidades de
eleccion obtenidas, el IC al X% de confianza se determina eliminando de la muestra los 0,5-N«(1- X%)
valores mayores y menores.

Para el ejemplo desarrollado, el Cuadro N23 presenta los IC obtenidos por medio del método aqui
propuesto, para un nivel de significancia estadfstica del 95%.
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Cuadro N23: TIC segiin Método de Montecarlo.

Peaje q X P Pmin Pmax
$0 100 5 95.1 94.4 95.7
500 24 95.0 94.2 95.8

1000 47 94.3 %53.3 95.3

1500 68 90.0 88.0 92.1

2000 78 78.3 74.1 B82.6

2500 86 68.9 66.5 71.3
$1,500 100 4 79.6 77.4 B81.9
500 20 79.6 77.2 81.9

1000 39 78.4 75.4 B1.5

1500 56 74.2 68B.6 79.8

2000 68 68.4 64.2 72.6

2500 83 66.1 64.3 67.9

Al comparar los resultados obtenidos con los métodos deseritos en seccién anterior, se observa que la
tendencia a aumentar el IC a medida que disminuye la probabilidad de eleccion, persiste; sin embargo,
la amplitud del IC es mas adecuada a los requerimientos practicos.

La estabilidad del método en la estimaci6n del IC es satisfactoria. La Figura N21 presenta la variacién
del IC estimado en funcion del numero de iteraciones, observandose que éste es practicamente
invariante.
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Figura N21
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4. CONCLUSIONES.

El método de estimacién por expansién en serie de taylor es el normalmente utilizado para estimar
intervalos de confianza para la probabilidad de elecci6n, sin embargo permitc resultados negativos para
el borde inferior del intervalo de confianza (Horowitz, 1979) y, como hemos apreciado, resultados
mayores a la unidad para el borde superior, sin considerar que su estimacion es bastante dificultosa
(Daganzo, 1979). Ademas, sobreestima considerablemente el intervalo de confianza.

El método de programaci6n no lineal tiende a dar intervalos de confianza mayores que la aproximacion
en serie de Taylor y su sclucién es bastante més dificultosa desde el punto de vista computacional,
presentando inestabilidad en la estimacién.

El método de estimacion segun propagacién del error presenta dos inconvenientes. Por un lado,
subestima considerablemente ¢l intervalo de confianza, efecto producido probablemente debido al
supuesto de linealidad y, por otra, no permite asociar el IC a un nivel de significancia estadistica.

Respecto del método aqui propuesto, si bien presenta una tendencia a subestimar el intervalo de
confianza para niveles de [lujo cercanos a la saluracion (=80%), para grados de saturacion menores la
estimacidn es bastante acertada.

Como es sabido, la magnitud del intervalo de confianza es inversamente proporcional a la raiz cuadrada
del nimero de observaciones, sicndo posible disminuirlo por medio del incremento del tamaiio muestral.
Sin embargo, la reducci6n es lenta: el tamano muestral debe ser cuadruplicado para disminuir a la mitad
el error en la estimacién de la probabilidad de eleccién. En este contexto, el método de Montecarlo
presenta una venlaja comparativa respecto de los métodos tradicionales: da la posibilidad de estimar sin
demasiados recursos el error en la probabilidad de eleccién en la etapa de disefio de la encuesta, en
forma rapida, sin la necesidad de estimar alguna variable estadistica auxiliar, tales como la matriz de
varianza-covarianza o la matriz de correlacidon, permitiendo determinar el tamanio muestral adecuado
a los requerimientos del estudio, dado que, a partir de los antecedentes proporcionados por la ligura
N1, el considerar del orden de 50 repeticiones del proceso aqui propuesto, es adecuado.

Por lo anterior, se propone utilizar el método aqui expuesto para estimar el intervalo de confianza para
la probabilidad de eleccion, mientras no se desarrolle un método analitico més fidedigno y de mayor
robustez.

For dltimo, como linea de investigacidon fulvra, quedaria la necesidad de estimar la variacion del IC en
funcién del nimero de atributos considerado en el disefo, ain cuando se prevé que los métodos
tradicionales sean directamente proporcionales al nimero de atributos y que el método propuesto no
presente una tendencia clara.
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