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RESUMEN

este trabajo, se propone un algoritmo que resuelve a optimalidad, al menos teéricamente, el
blema de la asignacién de rutas de costo minimo, que se originan y terminan en un cierto
6sito de entre un conjunto posible, para una flota heterogénea cuyo tamafio es una
secuencia de esta asignacion. La flota debe servir a un conjunto determinado de clientes con
émandas conocidas, distribuidos geograficamente, dentro de ciertas ventanas de tiempo que
ben ser respetadas. Estas estan definidas por el instante mas temprano y el més tarde en que
de comenzar el servicio, de tal modo que los vehiculos que Heguen demasiado temprano
en esperar. La flota estd constituida por vehiculos de distintas' capacidades limite, existiendo
cientes vehiculos de cada tipo.

roblema, modelado como uno de Particién de Conjuntos, es abordado mediante un enfoque
Generacion Parcial de Columnas en el contexto del Método del Branch & Bound. Fn el
roblema satélite del método resultante, las columnas son generadas mediante un algoritmo de
s minimas modificado, sobre una red con posibles ciclos negativos, que considera las
icciones adicionales impuestas por las ventanas de tiempo y los limites de capacidad para los
stintos vehiculos.

> entregan resultados preliminares en algunos problemas clésicos de la literatura, en los que se
bservan promisorios avances y la versatilidad del método.
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1. INTRODUCCION

El problema de ruteo vehicular (VRP) consiste en disefiar un programa de rutas de costo
que comiencen y terminen en un depdsito central, para un flota de vehiculos que deben s"
clientes distribuidos geograficamente con necesidades conocidas. Las restricciones usua
que cada cliente debe ser asignado a s6lo un vehiculo y que la capacidad de los vehiculc

puede ser excedida.

El problema de ruteo vehicular con ventanas de tiempo (VRPTW) es una extensién del pro
VRP, que adicionalmente considera que cada cliente define un intervalo de tiempo dentro de!
estd dispuesto a recibir al vehiculo que lo servird. Asi, el servicio al cliente, que pued
despachar o recoger, debe comenzar en un instante posterior al comienzo de la ventana de ti
y antes del cierre de la misma. De este modo, el instante en que cada cliente es servido e
variable de decisidén adicional. Este trabajo trata el problema con ventanas de tiempo duras (har
es decir, tales que si un vehiculo llega a visitar a un cliente demasiado temprano para los
requerimientos del cliente, este simplemente debe esperar para comenzar su servicio. Por ¢
contrario, no esta permitido que un vehiculo visite a un cliente fuera de la ventana de tiempo,

Si a este problema se agrega la posibilidad de que las rutas puedan originarse en un depo 0
cualquiera de entre un conjunto dado de depdsitos, se estd entonces ante un problema conocido en
la literatura como "Multiple Depot Vehicle Routing Problem with Time Windows"
VRPTW). En este caso, se supone que cada vehiculo comienza y termina su ruta en el mi
depésito. Igualmente se supone en este caso, que cada vebiculo realiza s6lo una vuelta (rut

cada programa.

En este trabajo se propone un algoritmo exacto para resolver este Gltimo problema en el cas
se disponga de una flota de vehiculos heterogénea en capacidad. El tamafio de la flota define un
variable de decisién implicita cuyo valor es determinado simultineamente con el pro

optimo de rutas.

'El algoritmo reposa sobre el método de generacién de colummnas y estd vinculado:
aproximacién desarrollada originalmente por Appelgren (1969) y, més tarde, por Desrochers ¢
(1992), entre otros. '

La principal diferencia entre nuestro enfoque y el de Desrochers et al. (1992), es la forma ' '
se explora el 4rbol de Branch & Bound. En nuestro algoritmo combinamos ina generacion p
de rutas con una asignaci6n optima de las rutas generadas.

De este modo, luego de cada a31gna010n optima parcial, se obtiene una as1gna01on factible par
problema original. Més atn, estas asignaciones sucesivas generan una sucesion de solucio
factibles cuyo costo converge monotonamente hacia el costo éptimo en un nimero ﬁm
iteraciones.

El algoritmo propuesto tiene la importante ventaja de poder extenderse para resolver proble
mas complejos o sofisticados de un modo simple y econémico.
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- EL. MODELO MATEMATICO

N el conjunto de los clientes y D el conjunto de los depdsitos. Separaremos cada depésito
‘en dos nodos; uno de inicio sq ¥ otro de término t;. Sea S el conjunto de los nodos sg,
, v T el conjunto de nodos t4, deD. Entonces, el grafo G (V,A), donde V.=NuUSUTy

SxN)u(NxN)u(NxT)\Dlag(NxN),deﬁne la red.

c1ado a cada arco (i, _]) € A, existe un costo ¢c; y un uempo de duracién t;;. Asumiremos que el
po y el costo de servicio para el cliente i estan incluidos, respectivamente, en la duracion y el
0.de cada arco (i, j) que emerge de i.

':'sto fijo por utilizar cada vehiculo se carga a los arcos que salen de cada bodega, esto es, a los
s del conjunto S x N.

da vehiculo se asigna un determinado indice k, que identifica completamente su capacidad
omo también la subred en que el vehiculo podrd moverse G (V, Ay), con su respectivo nodo
omienzo sy y de término ty, los clientes que puede visitar Ny, con sus respectivas demandas y
tanas de tiempo, y los arcos por los que le estd permitido moverse con sus respectivos tiempos
tos operacionales. Sea K el conjunto de todos los vehiculos disponibles.

representar el modelo, se requerirdn dos tipos de variables: las variables enteras xii‘ ,(,j) e

€ K, que tomarén el valor 1 si el arco (i, j) € Ag es utilizado por el vehiculo k y 0 si no, v
ariables continuas t;, i € N que definen el instante de inicio del servicio al cliente i.

el conjunto dptimo de rutas que satisfacen todas las restricciones consideradas, es solucién al
ente problema de minimizacién:

Min 3, D6, M

kek (i, j)ed,
Zx"— Dxh VieNkek @
jeNeult ) jeN s}
> xk=1 Vi eN, 3)
kek jeN, o1}
x;f(t,.+r§—fj)so V({,j) €4, k ek (4)
a <t <b, Vi eN, (5)
qu g < Vk ek (6)
(i.) ey
. ng; bz'nary- '"“""“"“"‘_V(i,‘j)"E"?‘I;;","k_G'K—___"mM S (7)
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Las restricciones (2) establecen continuidad en los flujos y las restricciones (3), que cada cli
sea servido exactamente una vez. Las restricciones (4) y (5) establecen la compatibilidag
debe existir entre las rutas y los instantes de inicio del servicio para cada cliente. Las restricciones
(6) imponen que la capacidad Qy, k € K, de los distintos vehiculos no sea sobrepasada. -

3. MODELO DE PARTICION DE CONJUNTOS Y ENFOQUE DE GENERACIO
COLUMNAS "

Este modelo equivalente considera como variables de decision las rutas a utilizar por
vehiculo que entra en juego en vez de los arcos a utilizar por los mismos. Definiremos com
factible a toda ruta ry que realiza un cierto vehiculo k, que se origina en ¢l nodo sy, termina
nodo tx y que en el intertanto visita a un determinado sub-conjunto de clientes satisfaciend
distintas restricciones de red, ventanas de tiempo y capacidad asociadas a dicho vehiculo, P
efectos de esta modelacion, cada ruta factible quedard completamente definida por el conjunto
clientes que visita y por el costo en que incurre el vehiculo correspondiente para v151tar st
clientes. Introduciremos la siguiente notacion:

Q  :conjunto de todas las rutas factibles.
¥,  :variable binaria cuyo valor es 1 si la ruta r es parte de la solucion éptima y 0, en caso

contrario. : '
8¢  :pardmetro que toma el valor 1 si la ruta r visita al nodo i y 0 en caso contratio.
¢, :costo asociado a la ruta r, que suponemos de valor entero, para todo r.

Nuestro objetivo consiste en encontrar un conjunto de rutas factibles de minimo costo tot
modo que todos los clientes sean visitados exactamente por s6lo un vehiculo. De acuerdo
formulamos el siguiente modelo de particién de conjuntos:

Mz’nz .y,
reQ) ()
> 8.y =1 VieN !
ref2 .
¥, binary Vr eQ

orden no tienen necesariamente el mismo costo.

Aligual que en Desrosiers(1984), para abordar este problema, dentro del contexto del Méto
Branch & Bound, haremos uso del cldsico método de Generacién de Columnas. En cada nod
arbol, se resuelve el siguiente problema lineal reducido:

ancryr
refl
> 8.y, =1 VieN
regl
0=y <1 vr €Q)
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y, =0 VreQ,cQ (14)
y, = VreQ, cQ | (15)

que las variables y;, r €  [resp. r € Q] se fijan en O [resp. en 1]. A este ﬁroblema le
denominaremos el problema maestro reducido asociado a este nodo.

ra cualquier solucién basica factible para el problema maestro, puede demostrarse que una
eva colummna (ruta) de costo reducido minimo se obtiene como solucién éptima del problema
- rutas minimas para algin vehiculo k € K: :

AGETAES (16)
(L.1)yed,
2xi= b Vi eN, (17)

JEN, T, JeNy S,

Tk = Yt 21 (18)

jenN, JeN,
>0+ <t V(,j) e, (19)
X¥>0=>a,<t,<b VieN, (20)
2%4, <0, | @1
(i,}ed;

x: binary Y(@i,j) €A (22)

-que oj corresponde al multiplicador dual asociado al problema maestro relajado. Para un k
do, el problema es equivalente a encontrar una ruta de costo minimo factible sobre la red
Vi,Ak), que se origina en el nodo s y termina en el nodo t, y donde los costos de los arcos (ij)
1 de valor (¢ - ©i). A estos subproblemas les denominaremos problemas satélites, y habra
tos como vehiculos k, k en K. Aunque algunos de estos problemas serdn idénticos (por
mplo, en caso de vehiculos de idéntica capacidad que salen de un mismo depdsito), éstos son
siderados distintos para la aplicacién del Método.

-’cIaro que si la solucién factible basica vigente no es 6ptima, existira entonces al menos una
a con costo reducido negativo que podrd generarse al resolver alguno de estos problemas
élites. Afortunadamente para que el método converja, sélo es suficiente generar una ruta de
to negativo para alguno de estos problemas satélites y, no necesariamente, la més negativa.

os subproblemas habré arcos con costo negativo (cj < o) y, muy probablemente entonces,
los de costo negativo. De cualquier modo, las rutas factibles y, en particular también las que
men la solucién 6ptima, no admiten ciclos en ellas, debido a la restriccién (19) para los
tantes de servicio a los distintos clientes. Estos problemas de costo minimo no son faciles de
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tesolver debido a la existencia de ciclos de costo negativo. Para resolverlos, se usa una extensign
del método propuesto por Desrosiers (1984) que incorpora las restricciones de capacidad e
vehiculos. Es evidente que, entre mas severas sean las restricciones de ventanas de tiemp y:
capacidad en las rutas, menor es la probabilidad de generar rutas con ciclos de costo negatiy
la resolucién de los problemas satélites. El no tener que resolver los problemas satélit
optimalidad, también va en esta misma direccion. -

El método descrito en la literatura para resolver el problema maestro (ver Appelgren (1
Desrosiers(1984), Desrochers (1992) y Desrosiers (1995)), consiste en generar columnas (r
de costo reducido negativo a través de la resolucién sucesiva de un nimero finito de proble

satélites.

Cuando no se pueda generar mas rutas de costo negativo en ninguno de los subproblemas,
método habra alcanzado una solucién éptima relajada. Entonces, en caso de que la solucio
sea una solucién entera, deberd ramificarse en el arbol de B&B. La estrategia usua
ramificacién encontrada en la literatura se basa en las siguientes consideraciones: o

i) El nfimero total de rutas activas debe ser un namero entero
ii) El costo total debe ser entero '

Cuando ambas condiciones han sido satisfechas y, no obstante, la solucién vigente alin n
entera, entonces una tercera condicién debe ser impuesta. Esta es, impedir que una determin
ruta sea parte de la solucién Optima o, alternativamente, imponer que sea parte de ella
términos del modelo, significa fijar una determinada variable y, en 0 6 en 1, respectivame
Algoritmicamente, este procedimiento no es facil de ejecutar. De hecho, citando a Desroch
(1992), siempre es posible fijar una variable (fraccional) y; en el valor 1. Esta informacion es:
ficilmente transferida al subproblema, simplemente eliminando de los problemas satélites, t
los nodos que la ruta r visita. Por el contrario, resulta pricticamente imposible fijar directam

la variable y; en el valor 0.

En la figura 1, se describe esqueméticamente el proceso iterativo clasico.

Ruta de costo negativo

Algoritmo de rutas minimas con
(eventualmente la minima)

ventanas de tiempo y capacidad

b

Costos duales 6ptimos {teraciones de Simplex

Figura 1

Actas VIl Congreso Chileno de Ingenieria de Transporte, 1997



UNA VARIANTE DEL METODO DE GENERACION DE COLUMNAS PARA EL PROBLEMA DE RUTEO ... 427

EL METODO PROPUESTO

iilétodo propuesto en este trabajo, aborda el problema cambiando la forma en que el problema
estro y el problema satélite interactiian. En adelante supondremos, sin pérdida de generalidad,
ue existe un solo tipo de subproblema, con un Yinico depdsito, un vinico tipo de vehiculo y una
ica red.

rocedimiento propuesto consiste en, dado.un--conjunto.-de.rutas factibles, realizar una
signacién optima de éstas de modo de servir a todos los clientes. Una solucidn entera
entualmente optima) para este problema de Particién de Conjuntos-Reducido, se obtiene por
dio del Método de B&B, usualmente combinado con alguna heuristica especializada. A partir
esta solucidn dptima entera que es obviamente factible para el problema maestro original se
istruye una solucién bésica factible entera de igual valor y se realiza el cdlculo del vector de
tos duales correspondiente. Con este vector, se resuelve el problema satélite para obtener
vas columnas (rutas) de costo reducido negativo. Estas nuevas rutas son agregadas al conjunto
educido actual de rutas factibles y asi se define un nuevo problema de Particién de Conjuntos
ducido. Resolviendo este problema por medio del B&B (eventualmente a optimalidad), se
iene una nueva solucion entera que es mejor o igual que la anterior y asi sucesivamente.
cediendo de esta forma, se obtiene una secuencia de problemas cuyo valor dptimo es
nétonamente no creciente. Este proceso iterativo sélo se detiene cuando no es posible generar
uevas rutas de costo negativo en el problema satélite. En esta tiltima situacion, podemos afirmar
- [a solucion entera es Optima para el problema maestro original. En la Figura 2, se muestra el
ceso iterativo clésico.

Algoritmo de rutas minimas con
ventanas de tiempo y capacidad

Ruta de costo negativo
(eventualmente la minima)

-

Costos duales éptimos

Resolver problema maestro
reducido mediante B&B

Figura 2

Anilisis de convergencia fmita

a solucién entera calculada, optlma 0 no, para el problema reducido actual no es una solucién
tima para el problema original, se agregardn entonces nuevas columnas de costo reducido
egativo y se definiré asi un nuevo problema maestro reducido. Como existe un niimero finito de
s factibles, habra una secuencia finita de problemas reducidos. Cada vez que se encuentran
vas rutas de costo reducido negativo, al menos i de ¢stas Tutas es agregada al problema
ducxdo E! valor éptimo entero del nuevo probiema reducido serd menor o igual que el actual.
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Si la solucién entera actual no es una solucién entera 6ptima para el problema maestro orjs
entonces después de un niimero finito de redefiniciones del problema reducido el procedim;,
debe necesariamente llegar a un problema maestro reducido cuya soluci6n entera tenga un

del problema maestro original, al cabo de un numero finito de iteraciones se 'lle
necesariamente a la generacién de un problema reducido cuya solucién opt1ma entera es tamt
solucién Gptima entera al problema original. Esta solucion entera, sélo serd identificada cong
solucién optima del problema original cuando no puedan encontrarse rutas de costo reduc
negativo en el problema satélite.

Debido a la monotonia de los valores 6ptimos de la secuencia de problemas reducidos, el cos
la solucidn entera vigente entrega la menor cota superior disponible para el valor éptimoe
del problema original. Este costo define claramente un valor de corte para la aplicacié
método de B&B al siguiente problema reducido. Ademas, para garantizar la convergencia finj
del método, no es necesario encontrar una solucién Gptima entera para el problema reducid
realidad, podrd detenerse el B&B una vez que se haya enconirado una nueva solucién: e
factible con costo estrictamente menor que la actual. Por otro lado, para obtener una cota inf:
del valor 6ptimo entero del problema original, se puede resolver el problema maestro orj
relajando las restricciones de integralidad, mediante el método clésico de Generamé’
Columnas.

Para que el B&B pueda encontrar una solucién entera mejor que la anterior, se debe estar sem
de que el nuevo problema reducido contiene al menos una ruta de costo reducido nég:
adicional. Por otro lado, con el fin de no aumentar innecesariamente el tamafio del prob
reducido, si dos rutas visitan exactamente a los mismos clientes, pero en distinto orden, ba;
conservar la de menor costo. M4s generalmente, para evitar acumular demasiadas columnas’
problema reducido, se requiere eliminar algunas de ellas, de entre las que no son parte de
solucién éptima entera, Sin embargo, para garantizar la convergencia finita del método en
caso, la eliminacion de rutas sélo podra realizarse después de obtener una solucién entera fac
estrictamente mejor que la actual. Uno de los criterios propuestos para hacer esto, es élin
rutas de entre aquéllas que tengan més altos costos reducidos. Esto no significa que las
eliminadas no puedan ser reconsideradas mas adelante en el curso del algoritmo. Por esto.
propone almacenar estas rutas en algin lugar y revisar si en algiin momento vuelven a tener un

costo reducido negativo.

Evidentemente, para que este método sea competitivo con otros métodos alternativos,
importante que el tamafio del problema reducido se mantenga razonablemente pequefio. E
aspecto no estad garantizado con la forma en que se eliminan rutas. De hecho, si la soluci
vigente estd ubicada en un lugar poco estratégico del arbol de B&B, se podrd aume
considerablemente el tamafio del problema reducido, antes de conseguir una solucién ent
mejor. Deberemos por tanto pensar en nuevos criterios para eliminar rutas, sin destruir
convergencia del algoritmo. Este criterio deberia evitar en lo posible resolver dos veces un mi
problema maestro reducido. El primer criterio propuesto es encontrar la solucién éptima
problema reducido relajado. Si el valor 6ptimo asociado a esta solucidén es menor que el
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yblema precedente entonces, si eliminamos rutas cuidando de conservar tanto las rutas que
aforman la solucién éptima entera como la solucidn 6ptima relajada al problema maestro
cido actual, se estard seguro de que el problema previo no podra ser resuelto nuevamente en
urso del algoritmo. Este criterio es siempre susceptible de ser aplicado si el valor éptimo para
problema reducido relajado actual es estrictamente mayor que el valor 6ptimo del problema
elajado maestro original.

ternativamente, en vez de resolver el problema reducido relajado-actual,-se-podria resolver un
yblema reducido relajado ain més reducido, resultante de eliminar del primero algunas o
luso todas las rutas correspondientes a aquellas variables que fueron forzadas a tomar el valor
0 en el B&B. El valor éptimo de este filtimo problema reducido es obviamente mayor o igual
del problema relajado actual, de modo que el criterio explicado en el parrafo precedente, que es
amente valido para este problema también, se hace particularmente atractivo de aplicar.

1 caso de que no sea posible definir un nuevo problema reducido con un valor éptimo
strictamente menor que el anterior, se deberd recurrir temporalmente a técnicas de ramificacion
e logren evitar que algunas rutas especificas sean generadas por el problema satélite. Ver
srochers [1992], Desrosiers [1995].

licar este método al problema con multiples depdsitos es bastante directo. En vez de tener un
co problema satélite que provee rutas factibles al problema maestro, habrd tantos de éstos
o depdsitos hay en el problema. La Figura 3 ilustra el procedimiento para dos depdsitos. Para
eccionar el orden de ejecuci6n de los problemas satélites existiran variados criterios. Inclusive,
bos problemas satélites pueden ser abordados simultdneamente.

Algoritmo de rutas minimas con ventanas =~ _|
tanto de tiempo como de capacidad
Cemenzando del depésito B

Ruta de costo negativo
(eventualmente la minima)

Algoritmo de rutas minimas con ventanas
tanto de tiempo como de capacidad
Comenzando del depbsito A

Ruta de costo negativo
(eventualmente la minima)

F

y

Costos duales dptimos Resolver problema maestro
reducido mediante B&B

Figura‘3
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Adicionalmente si se dispone de vehiculos de distintas capacidades, se podrd ocupar exactam
el mismo método. Por ejemplo, si existen tres tipos de vehiculos diferentes, entonces se. co
con seis problemas satélites distintos (uno por cada tipo de vehiculo y de deposxto)

g

Notar que si el problema dispone sélo de un tipo de vehiculo, pero de muchos depésitos,
permitido que un vehiculo comience una ruta en un depésito, pero la termine en otro, enton
se agrega un nodo artificial que contacte a todos los depésitos, del que salgan y al que vuelv'
distintos vehiculos, el problema puede modelarse con s6lo un tinico problema satélite.

5, RESULTADOS DEL ALGORITMO

Durante el transcurso de la implementacién de variadas versiones del sistema, se ha probado ¢
éste presenta buenos resultados tanto en las soluciones entregadas como en los tiemp
alcanzarlas para cierto tipo de problemas. Se ha logrado determinar que Ia eficiencia del sis
con problemas cuyos clientes poseen ventanas de tiempo estrechas es bueno, logran
soluciones por sobre un 2% con respecto a las mejores solucmnes publicadas, obtemendo

tiempos aceptables.

La eficiencia del sistema empeora drésticamente con problemas cuyos clientes poseen ven
de tiempo anchas. Esto se debe principalmente a la lentitud del algoritmo de D'Esopo modific
para este problema. Es muy posible que ante ventanas de tiempo anchas una heuristica altema
podria entregar tiempos menores.

Los mejores resultados obtenidos se han logrado utilizando una idea denominada “Partlcl
los problemas”, ésta consiste en dividir el espacio en que estdn ubicados los clientes en ¢
regiones simétricas y ejecutar el algoritmo en pares adyacentes de esas regiones. Una vez.
esto para las cuatro posibilidades se relinen todas las columnas generadas en cada proceso
ejecuta el algoritmo en base a la.region completa. La ejecucion de los problemas se llevéa
en un equipo Pentium de 133 Mhz con 32 Mb en Ram. Los problemas escogidos correspon
Jos presentados en Solomon (1987) que consisten en 100 clientes con ventanas de tiem;
distinta magnitud para cada problema. 1

Tabla 1
Capacidad camion = 200; 1 bodega
Algoritmo Literatura
Problema | Clientes | Solucién|{ N°rutas |Tpo (seg.)| Solucién | N°rutas Tpo (seg:
25 618,32 8 6 617,1 8 . 5,8
R101 50 1046,7 { - 12 25 1035,2 12 66,7
100 | 1642,87 20 472 1607.7 18 1064,2
25 548,1 7 14 547,1 7 20,3
R102 50 911,44 11 83 904,6 11 67,8
100 | 1473,98 18 1387 1434 17 756,9
R109 100 ] 1219.67 14 26803 1205 12
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Tabla 2
Capacidad camién = 200; 2 bodega
Problema | Clientes Solucion N° rutas Tpo. (seg.)
20 419,67 8 5
R101 50 895 14 27
100 1392,78 21 173
Tabla 3
Capacidad camién = 200; 4 bodega
Problema | Clientes Solucién N°rutas | Tpo. (seg.)
20 357.97 9 5
R101 50 802.76 16 41
100 1212.06 25 209

a literatura no se ha reportado ain problemas de mas de una bodega, por lo que sélo pueden
ntrastarse los resultados obtenidos para los casos de una bodega.
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