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RESUMEN

El problema del equilibrio del usuario en redes de transporte con demanda fija se ha resuelto por la
aplicacion directa de las condiciones de equilibrio de Wardrop para rutas alternativas entre zonas
de origen y de destino (centroides). sujeto a satisfacer restricciones de red: esto caracteriza una
estrategia de equilibrio global. En este estudio la red es descompuesta en redes elementales.
llamadas regiones. a las cuales se les aplica las condiciones de Wardrop intercambiando flujos
entre rutas. Ya que los flujos en arcos se almacenan por origen del viaje. se pueden aplicar muchas
estrategias para seleccionar de qué origen se intercambia flujo en cada caso. Seleccionando una
estrategia, el enfoque local resuelve en forma iterativa problemas clementales del equilibrio del
usuario. convergiendo. eventualmente, a un equilibrio global para redes ciclicas. Este enfoque
tiene la ventaja tedrica de interpretar el problema del equilibrio global como compuesto por un
agregado de equilibrios en redes locales. segundo. identifica los origenes de los viajes en el flujo
de cada arco y tercero, genera una familia completa de nuevos algoritmos. Pruebas preliminares
muestran que el algoritmo propuesto es al menos tan eficiente como los métodos tradicionales.
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1. INTRODUCCION

La nocion de equilibrio del trafico en las redes de transporte fue definida en el destacado trabajo
de Wardrop (1952). Para cada par origen-destino (par OD) se obtiene el equilibrio si los costos
(percibidos) de los viajes de los usuarios en las rutas utilizadas son iguales unos a otros y no
mayores que aquellas rutas no utilizadas. El problema matematico no lineal de encontrar el
equilibrio del flujo en arcos se denomina problema del equilibrio del usuario de transporte (PEU).

Es usual utilizar algunos supuestos simplificatorios para generar algoritmos de solucion para el
PEU que limitan su complejidad. Estos disminuyen el consumo de recursos computacionales y
garantizan convergencia. Estos son: los flujos se asumen como variables continuas; los costos de
viaje en los arcos son funciones crecientes dependientes del nivel de flujo en los arcos e
independientes del nivel de flujo en otros arcos. La demanda de viajes por par OD se supone
elastica y depende de los costos de los viajes en el equilibrio, aunque el caso especial de la
demanda fija es util para ilustrar el mecanismo de los algoritmos de solucion.

Una familia de enfoques de solucion ha sido derivada de la formulacion de programacion no-lineal
del PEU de Beckmann et al. (1956). Muchos autores han contribuido con técnicas de solucion
tanto para las formulaciones primales como duales (ver Fukushima, 1984). Hay dos elementos
comunes en esta familia de algoritmos: primero, enfrentan la solucion global, es decir, el equilibrio -
es concebido al nivel de origen-destino de los viajes, con la interaccion entre los pares OD
impuestas a través de las restricciones de la red. Segundo, resuelven el problema de asignacion en
funcion del flujo total de los arcos. Una excepcion en este segundo elemento es el trabajo reciente
de Bar-Gera (1999), quien propone un algoritmo para redes ciclicas donde la solucion es una sub
red a-ciclica y se representa por flujos en arcos basados en ¢l origen y agregados a todos los
destinos. Nuestro trabajo también obtiene resultados con flujos basados en el origen pero el
algoritmo es radicalmente diferente en cuanto al primer elemento, pues Bar-Gera logra obtener un
algoritmo mas eficiente pero usando un enfoque global.

El enfoque local presentado en este estudio se aparta del enfoque global. En este. hemos
descompuesto la red en un conjunto de componentes elementales denominados regiones. Estas
son pares de rutas entre nodos intermedios que conectan un nodo llamado origen con otro llamado
destino. incluyendo el caso restrictivo donde una de estas rutas no existe, llamado circuito. Luego,
encontramos intercambios optimos de flujo entre las rutas de las regiones definidos por el
equilibrio local wardropiano para cada region. De acuerdo con el conocido principio Wardrop, el
equilibrio se puede obtener o bien con flujos positivos en ambas rutas (equilibrio fuerte) o con una
de las rutas vacia (equilibrio débil). EI objetivo de nuestro enfoque es iterar este proceso de
intercambio dptimo de flujo region por region hasta encontrar un 6ptimo global. Intuitivamente,
mientras el enfoque clasico o global procede equilibrando los costos de las rutas para cada par OD,
el enfoque local simplemente equilibra las regiones. Sin embargo, este enfoque necesita resolver
tres grandes problemas: la interdependencia entre regiones, su potencial baja eficiencia debido al
crecimiento exponencial del nimero de regiones con el tamafio de la red y la interaccion entre los
flujos de diferente origen.

La interdependencia ocurre porque los arcos son compartidos entre las regiones, haciendo que sus
soluciones de equilibrio local sean dependientes entre ellas. Probaremos que cada paso de
equilibrio local mejora la funcion objetivo de Beckmann er al. (1956). Entonces, si un algoritmo
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equilibra cada una de las regiones, este resuelve el problema de la interdependencia. De este modo.
en nuestro enfoque, la funcion objetivo de Beckmann et al. (1956) disminuye con cada paso, sin
embargo, este hecho sélo no garantiza que este proceso converja a Optimos globales para cualquier
red real. Proponemos un algoritmo llamado M?*(1) que genera una secuencia que converge al
optimo global.

La eficiencia, en el caso del enfoque global, depende exponencialmente del tamafio de la red y del
nimero de pares OD; esto también es vélido para el caso de M*(1), aspecto que mejoraremos de
modo significativo en el algoritmo M*(2). En esta version mejorada, para cualquier red (incluidas
aquellas con ciclos), encontraremos un conjunto de regiones con un tamafio reducido que es
proporcional al tamaiio de la red, denominado base de la red, a la cual se le aplica M*(1). Por la
simpleza de encontrar los equilibrios en cada region y por el reducido tamafio de la base, la
eficiencia de M*(2) aumenta enormemente. Aunque este método es suficiente en muchos casos de
redes, no es correcto en los casos mas generales donde las soluciones del equilibrio global de
Wardrop contienen rutas vacias, simplemente debido a que el equilibrio débil no se conserva en las
regiones agregadas; solo el equilibrio fuerte se mantiene sobre la agregacion. Por lo tanto, se
propone un método correcto aunque aproximado, denominado M*(g), para modificar ligeramente
las funciones de costo de arcos usando métodos de barrera, los cuales evitan los equilibrios débiles
manteniendo la secuencia generada por el algoritmo dentro del dominio de los flujos estrictamente
positivos. Intentaremos probar que la diferencia entre las funciones de Beckmann ef al. en la
solucién original 6ptima y nuestra solucion aproximada es limitada por un parametro € controlado
por el modelador.

La interaccién entre los origenes se soluciona simultdneamente con el procedimiento de
intercambio de flujo, al seleccionar una estrategia para elegir de qué origen se intercambian los
flujos, la que se aplica a menos que el flujo de origen sea cero. Este criterio supone que los
vehiculos individuales son homogéneos excepto por su origen. Es claro que otros criterios
alternativos podrian ser implementados, produciendo el mismo equilibrio de Wardrop, pero un
patron diferente de los flujos por ruta y origen.

Como se observa, a pesar que el enfoque local utiliza viejas ideas, tal como intercambiar flujos.
ademas introduce algunos métodos nuevos. Por ejemplo, el enfoque local, que se basa en
descomponer la red en regiones; la nocidon de optimizacion en un conjunto reducido de regiones
que define la red base; y la aplicacion del método de barrera para resolver configuraciones de red
comunes. El método tiene el primer mérito de descomponer la red en sus unidades basicas, el
segundo en producir arcos de flujo diferenciados por el origen mientras simultaneamente optimiza
a todos los origenes y un tercero de ser eficiente y correcto aunque aproximado.

En la siguiente seccion se describe la estructura local, seguida en la tercera seccion por la
representacion de un conjunto de algoritmos que conducen al equilibrio global. Luego, en la

Seccion 4 probaremos el funcionamiento de los algoritmos M?*(g) con dos redes, Leblanc et al.
(1975) y una sub red de la red de transporte de Puerto Montt al sur de Chile.
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2.  EL ENFOQUE LOCAL

2.1. Notacion de la red

N : ¢l conjunto de nodos. con n nodos.

U . el conjunto de arcos, con m ¢lementos.

(¢,). - funciones de costo de arcos. no-negativas continuas y crecientes.

(K,),. :capacidad de arcos.

O c N :clconjunto de rorigenes.

D c N :elconjunto de destinos.

T~ (t,) :la matriz de viajes demandados. donde (1) =0siig O o je Dy t, = ng# VieO
jeN

I

s > el flujo en arcos a € U con origen i € ().
Xa s ¢l flujo total en el arco we U/ .

2.2. El problema de optimizacion PEU

Consideremos la transformada de Beckmann et. al (1956) de las condiciones de equilibrio
Wardrop en el siguiente problema de minimizacion equivalente:

WTUE) = min __, F(x)

F(.r):z Icu(w}dw (P)

uvld 4
y X : arcos de flujo no-negativos (x)),., ., satistaciendo la demanda (1,).

Aqui los flujos factibles en arcos se definen como vector diferenciando la contribucion de cada
origen al flujo total del arco. de tal manera que xe X :x = (x'.x"....x") donde cada x'.ic 0.
es un vector no-negativo de tamano m con elemento x', que satisface para cualquier / € N (Figura

1):1,8, + Z_x-; - Z.r;, +1,
i

aa =/ wa =l

o de manera equivalente Ax' = d’

para i € Oy donde 4 ¢s la matriz de incidencia nodo-arco (de tamano nxm ) de lared y
=ty J=4 . ; , . .
d! = . r 0 08 decir, d, es el flujo neto del origen i que deja la red en el nodo j (cuando j =i,
/ !
iy .

el flujo que ingresa la red en el origen 7 es -d)).
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Flujo con destino en 1:

Flujo
Hegando
la red:

Flujo
saliente
a lared:

i
X ]
/' \‘ Xy

Flujo con origen en l: 119

Figura 1: Notacion de flujo asociado al origen i/ en el nodo L

interpretamos / como la funcion de energia del problema PEU. Notese que /' es una funcion
aditiva de las integrales de costos. de tal manera que la contribucion de cada arco para minimizar
la energia es evidente. Esto motiva nuestro enfoque local basado en modificar una solucion
factible en un grupo de arcos de manera de mantener la factibilidad y reduciendo la funciéon F. La
estructura local natural en las redes de transporte es un par de rutas con el mismo origen vy el
mismo destino al que lamaremos una region.

Definicion 2.1.  Una region R=(R'.R’) es un ciclo compuesto por dos rutas Ry R con un origen
y destino comin. Denotaremos por R al conjunto de todas las regiones en la red de transporte.

Por ejemplo. en la red ilustrada en la Figura 2 tenemos la region R compuesta por las rutas
R =(1.2,6,13) y R"=(4,11,15.16) con origen 4 y destino K. El vector representativo de una region
R es el vector he {-1.0,1}" definido por

(1 si aeR
h-—‘i—l si a4eR

[

\

0 diferente

Figura 2: Ejemplo de red de transporte con 17 arcos y 12 nodos
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El vector representativo de la region R compuesta por rutas R'= (1,2,6,13) y R= (4,11,15,16) en la
red que aparece en la Figura 2 pertenece a {-1,0,1}"” y esta dado por

hg = (1.1,0,-1,0,1,0,0,0.0.-1,0,1,0,-1,-1,0)

La matriz de incidencia nodo-arco A asociado a la red de la figura 2 es:

! 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
A1 0 0 1 0 0 0 0 O O O OO O0O O 0 0
85 -1 1.0 0 -1 0 0 0 0 0 0 O 0 0o O O O
¢ 6 -1 0 0 1 0 0 0 0 0 O 0 O 0 0 O
b o o0 -1ro0 o0 0 -t 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E 0 0 0 -1 0 0 0 -1 0 1t 0 O 0 0 0 O

A=F 0 0 0 0 1+ 0 0 I -1 0 0 -1 0 0 0 0 O
¢ o0 0 0 0 0 -1t O 0 I -1 0 O 1t 0 0 O O
#H 0 0 o0 O O o0 1 0 O I 0 O 0 -1 0 0 O
/0 0 o0 0 o0 0 O O O O -1 0 0 O 1 0 O
J 0 0 0 0 O 0 0 O 0 O O 1 O O -1 1 ©
kK 0 o o o o0 0 0 o O 0 O O -t 0 0 -1 1
L o0 0 0 0 O O 0O 0o O O 0o O O 1 0 0 -1

donde las columnas estan asociadas a arcos y las filas a los nodos. La columna asociada a arco
(ij) tiene un 1 en la fila / y un -1 en la fila j. Es un resultado conocido (ver Papadimitriou y
Steiglitz, 1998) que para cualquier region R su vector representativo hg satisface 4hg=0, esto es, el
vector sz que pertenece al nucleo de la matriz 4.

2.3. Método del intercambio de flujo

Ahora mostraremos que los cambios de flujo en las regiones nos permite reducir / manteniendo la
factibilidad en los flujos. En términos del equilibrio de Wardrop, un punto factible x es dptimo
para el problema PEU si para todo par de origen o y destino k y cualquier par de rutas R* y R” que
conectan o y k, los costos de estas rutas son iguales o diferentes solamente si el mas costoso no
tiene flujo o el mas barato alcanza su capacidad. De modo inverso, si la solucion factible x no es
Optima hay un origen o y un destino k y dos rutas R* y R entre ellas con costos diferentes, la mas
costosa tiene un flujo positivo y la mas barata tiene flujo bajo la capacidad. Una estrategia para
mejorar el equilibrio en estas dos rutas es cambiar el flujo de la mas costosa a la mas barata de tal
modo que se reduce la diferencia en los costos.

Para la siguiente discusion se conviene en que el costo de R” es menor que el de R, es decir

Yelx )= e x,)>0 (1)

aeR” acR”
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Para intercambiar flujo de R " a R y mantener la factibilidad se necesita elegir un origen 0€ O y
luego agregar un flujo apropiado A del origen o a todo arco en R y restar el mismo flujo de todos
los arcos en R . en esta situacion el costo en R™ disminuye y aumenta en R". Entonces la diferencia
entre los términos de la ecuacion(1) disminuye.

Sea x el vector obtenido de x después del intercambio de flujo. Para el origen escogido o,
X)=x)+A,para aeR™ y X =x—A para ae R" y X, =x] para todos arcos a que no esté
incluido ni en R ni en R’; para todo otro origen u y todo otro arco a. X, =x. Por lo tanto,

podemos escribir X = x — Ak , donde h = h(R,0) es un vector de tamafio »-m dado por

1 u=o0yueR'
R ={-1 u=0yaeR

o

0 diferente

esdecir A= (h'....h")" donde paracadai=1, ... rel vector 4 esta en IR, paratodo i# 0. hi'=0 vy
h° es el vector representativo de la region R (el superindice 7 denota vector transpuesto).

El cambio de flujo mejora el equilibrio local en la region formada por R y R, sin embargo, aun no
se puede decir nada sobre el mejoramiento global. Para analizar el efecto global del intercambio de

flujos usaremos la gradiente de F en x, dada por (VF(x))! =¢ . Entonces

VF(x)-h(R,0) = [ an (x,)— Z c,(x,) @)

ae R’ aeR

Nuestro analisis previo puede ser resumido en lo siguiente. Si x no es un equilibrio de Wardrop
entonces hay R=(R'.,R) y o0eO tal que X=x-Ah(R,0)e X para algin A>0 vy
VF(x)-h(R,0)>0. Es decir x se obtiene de x al moverse en la direccion -A(R,0). De la

desigualdad (1) e igualdad (2) sabemos que -h(R,0) es una direccion descendente para F en x. Es
bien conocido el resultado de calculo béasico que es posible moverse en una direccion -h(R,0) de tal
manera que el valor de F disminuye; en el caso de las redes de transporte esta propiedad significa
que por el intercambio de flujo de R' a R la funcion F disminuye. En el Teorema 2.2
mostraremos que mientras

VF(x-2h(R,0))-h(R,0)= ¥ ¢, (x, =~ 2)= Y ¢, (x, +A)2 0

aeck’ ac R

al intercambiar A unidades de flujo de R' a R la funcion F disminuye.
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Teorema 2.2.  Sea R=(R .R) una region compuesta por dos rutas R a R', x un punto factible y
o€ O tal que VF(x)-h(R.0)>0. If x+ Aoh(Ro)eX y Zcu (x, —4y) - Zcﬂ(x“ +4,)20 para

ae R’ ae R

algun A >0 entonces F(x—A,h(R,0))-F(x)< 0.

Demostracion: Sea X =x—Ah(R.0). Entonces

X,=D.%, =) xi, = > Ah(R,0)), = x, - Ah(R,0)),

1e() 1e() 1el)

y la variacion en la funcion Fes

M) = FE)-Fx)= Y [“e,mdw=3 [ ¢ (w)aw 3)

ackR Y aek

Un punto clave es que A(4) solo depende de los costos de los arcos en la region R=(R R’). Para
analizar el comportamiento de A(A4) obtenemos A'(A4):

A'(A)=) —h(R.0),c,(x, —Ah(R.0), = D c,(x, +A) =D ¢, (x,~A)

ae i ue R ae R’

Al utilizar el teorema del valor medio y A(0)=0 obtenemos A(A)=AA"(E) con Ee(0,4). Al
reemplazar en la derivada de A(A) y considerando que ¢,(x,+ A ) aumenta para d € R~y ¢u(X4- A )
disminuye para a € R' con A, obtenemos que A'(4) > A'(&), lo que implica:

AA) < AN (A)= A Do c,(x, +A)= D ¢, (x, - A)J

welR aeR’

Para A,>0 tal que Zc“ Cx, =)= an (x,+4,) =0 concluimos que A(4,) <0. Por lo tanto,
aeR' aeR'

F(x)=F(x—A,h(R,0)) <F(x).

En palabras esto prueba que mientras se intercambie flujo sin invertir la relacion de costo original,
se obtiene una ganancia neta en la funcion global . Esto define una estricta relacion entre el
intercambio local hacia el equilibrio y el mejoramiento global en F.
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En resumen, hemos definido un procedimiento basado en intercambios de flujo en una region,
manteniendo la condicion de factibilidad, mejorando el equilibrio de las regiones y
simultaineamente la funcion de objetivo global F.

3. DEL EQUILIBRIO LOCAL AL GLOBAL

La aplicacion reiterativa del procedimiento de intercambio para todos los pares de ruta (R".R) y
todos los origenes genera un algoritmo que mejora la funcion objetiva en cada paso. El algoritmo
se detiene cuando no hay un par de rutas donde la solucion factible x pueda ser modificada, es
decir los costos son equilibrados en el sentido de Wardrop para todos los pares de ruta (R",R) y
todos los origenes, de este modo x es el equilibrio global.

Definicion 3.1. Una region R esta:

(1) Equilibrada de forma fuerte en el flujo x si an(x) =3 an(x). En este caso para todo

ael’ aeR

origen o€ () tenemos VF(x)-h(R.0)=0.
(2) Equilibrada de forma débil en el flujo x si Zc“ (x)> Zc“ (x) y para cada oe O y cada

ue R’ ae R

A>0, x-Ah(R,0)e X .
(3) Desequilibrado en flujo x si ni 1 ni 2 se cumple.

En términos de regiones y de acuerdo a las definiciones anteriores, tenemos que una solucion
factible x es un equilibrio Wardrop si y s6lo si no hay una region que sea desequilibrada, es decir,
que el conjunto de regiones desequilibradas, de ahora en adelante denotadas como DR(R x), es
vacio.

Definamos O(Rx)= max VF(x)-h(R,0)= omax ](Zc (x)- Zr. (x)]

pe(OReDR(R x) R
ae

si DR(R,x)# ¢y 68 (Rx)=0 en otro caso. Por lo tanto @ (R.x) es el valor maximo de la proyeccion
de la gradiente de F en x en las direcciones asociadas a las regiones. Entonces x es un equilibrio
Wardrop si y solo si 8(R, x)=0.

Algoritmo 3.2. EI Algoritmo "crudo" M%(1)

(1) Encontrar cualquier solucion factible xe X.
(2) Mientras DR(R,x)# ¢ :
(a) Elija una region Re DR(R,x) y o€ O tal que VF(x)-h(R,0)=60(Rx).

(b) Calcular A, > 0 tal que VF(x—A,hA(R,0))-h(R,0)=0.
(c) Fije el nuevo valor de x en x—A,A(R,0)
(3) Pare.
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S
S

Este algoritmo produce una secuencia de soluciones factibles (x,). La solucion x,,.; se obtiene de
X, al cambiar flujo en una region que esta desequilibrada. El proceso finalmente se detiene si todas
las regiones estan equilibradas, pero esto podria no detenerse.

5 . 2 . . = .
Teorema 3.3. Si el algoritmo M7(1) se detiene con una solucion x ., entonces es una solucion
optima para el problema PEU.

Demostracion:  Primero recuerde que el algoritmo produce soluciones factibles en cada paso.
Cada paso encuentra un equilibrio wardropiano para la region analizada. aunque al realizarlo
podria modificar las condiciones de equilibrio de otras regiones con arcos compartidos. Sin
embargo, el algoritmo se detiene cuando todas las regiones estan equilibradas simultaneamente, en
particular aquellas regiones que incluyen centroides OD. Ya que las soluciones optimas al
problema PEU son exactamente las del equilibrio de Wardrop para la red. deducimos que X ¢s un
minimo de la funcion objetivo F.

Hasta ahora hemos probado que si el algoritmo se detiene encuentra la solucion global. Ahora
consideraremos el caso cuando el algoritmo no se detiene.

Teorema 3.4. Bajo los supuestos de compacidad y la condicion de Lipschitz sobre VF tenemos
que si el Algoritmo M~(1) no se detiene entonces produce una secuencia de soluciones factibles
cuyos puntos de acumulacion son el equilibrio de Wardrop.

Demostracion: St asumimos que el algoritmo no se detiene. una serie infinita de soluciones
factibles (xx) es producida, la que mejora la funcion objetivo. Bajo las suposiciones de
compacidad (x;) tiene una subserie que converge en x . Necesitamos probar que x es un equilibrio
Wardrop.

Bajo la suposicion de Lipschitz. podemos probar que para » suficientemente grande. F(x,. ;-
Fix,) < c(B(R, %))" con ¢>0. Si ¥ no es un equilibrio Wardrop hay una region R desequilibrada en
el flujo x. Entonces O(R,x)# 0 y la secuencia F(x,) no esta acotada, lo cual es imposible ya que
la funcidén F es no-negativa.

No obstante, este algoritmo no es eficiente ya que el tamano del conjunto R crece muy rapido con
el tamafio de la red, es decir, tiene que considerar demasiadas regiones en una red real. Entonces.
necesitamos incrementar la eficiencia encontrando una representacion compacta de las regiones.

3.1. La base de regiones

Hasta ahora los elementos del conjunto H={A(R,0) : R una region y o€ O}, han sido utilizados
como direcciones descendentes para la funcion F; el principal problema de nuestro primer
algoritmo es que el tamafio de H podria ser excesivamente grande, exponencialmente proporcional
al tamaio de la red.
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Considere las regiones R. Sy T en la Figura 2 dadas por

hr=(1.0.0,-1.-1, 0.
=1l 11 .0.

l.- 0,0,
-1, 0
hy=(0,-1.-1, 0.-1, 0,

]»
1

-1.
w0
.0, 1

-1,

|
, 0.-
esto es

& ={l)

R =(4,11,15.12.5)

S ={(1.2.3)

=ik 1113,16, 7. 14.7)
" =(16,17,14.7)
T=(12,5,2.3)

Si restamos el vector kg del vector hg obtenemos el vector A;. En palabras, la region 7 se puede
obtener como una combinacion lineal de las regiones R y S. Aun mas, es facil probar que si las
regiones R y S estan equilibradas de manera fuerte entonces 7 también lo esta. Por lo tanto, en
nuestro algoritmo anterior no es necesario considerar todas las regiones en R.  Mostraremos que
es posible considerar un subconjunto B de H con un tamafio solamente proporcional al tamarfio de
la red mientras mantenemos el propdsito de converger al equilibrio global.

Considere fz=h(R,o) e H y denote i;Z(h’ ..... H')'. Recuerde que de la definicion de A(R,0) que
para todo i # o, h' =0 y que h’=hg, donde Ay es el vector representativo de la region R. Sea A4 la
matriz incidente nodo-arco de la red y sea A= diag ( 4, . .. ,A4) del tamafio r-nxr-m. Ya que
Ah=@Ah, ..., AH')" tenemos que para todo i# o0, (A h) = A0 = 0 y(A h)’=Ahg. Es posible
probar que Ahg= 0 (ver Papadimitriou y Steiglitz, 1998) por lo tanto h pertenece al nicleo de la
matriz A .

Considere el subespacio lineal Y< IR™ (donde m es el niimero de arcos de la red y r es el nimero
de origenes) generados por H. que es el conjunto Y de todos los vectores obtenidos como

combinaciones lineales de vectores en H. Ya que cada elemento # de H satisface A h=0
concluimos que Y=ker ( 4).

Se sabe que la dimension del nicleo de la matriz A es (m-n+ 1), donde n es el nimero de nodos de
la red (ver Papadimitriou y Steiglitz, 1998). Por lo tanto la dimension de Y es p=r(m-n+1) y por
consecuencia Y tiene una base de tamafio p, que existe en un conjunto B 'Y de tamafio p tal que
todos los vectores en Y pueden ser escritos como una combinacién lineal de los vectores en B.
Mas importante para nuestro proposito es que B puede ser escogido como un subconjunto de H.

Al usar la base B en vez del conjunto de todas las regiones R, obtenemos los siguientes
algoritmos.
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Algoritmo 3.5. El Algoritmo M%(2) "eficiente aunque incorrecto"

(1) Para cualquier i € (), calcule un vector factible x" tal que Ax"=d"

(2) Definax=¢x', ... .X).

(3) Mientras DR(R.x)# ¢ :
(a) Elija un elemento Re DR(B.,x) y o€ O tal que VF(x)-h(R,0)=0(B,x)
(b) Equilibre R.
(c) Actualice el valor de x.

(4) Pare.

Este algoritmo tiene dos caracteristicas principales:

Eficiente: Explota la estructura de la red para reducir el espacio de las direcciones a un conjunto
finito de tamafio p. De este modo la busqueda clasica de direcciones descendentes. que necesita
ser realizada en cada flujo x, aqui se reduce a un numero finito que no dependen del flujo x. Esto
constituye una evidente fuente de eficiencia del algoritmo cuando se compara con otros. Por
ejemplo, el algoritmo de Bar-Gera (1999) realiza dos procedimientos basicos: uno estructural, que
consiste en actualizar la subred de flujos no-nulos, y otro que podemos llamar operacional que
consiste en intercambios de flujo en esa sub-red para lograr equilibrio. El procedimiento
estructural es el mas costoso en términos computacionales, mientras que el intercambio de flujo es
menos costoso y se realiza por igual tanto en su método como en el nuestro. Bar-Gera reduce el
numero de cambios estructurales pero inevitablemente debe realizar un nimero significativo de
ellos, en cambio en algoritmo M?(2) no actualiza redes porque siempre trabaja con misma base de
regiones. Esta diferencia es una fuente de eficiencia fundamental de nuestro método.

Correcto: Lo cierto es que podria M*(2) detenerse con algunas regiones equilibradas de forma
débil, en cuyo caso el equilibrio global no puede ser garantizado. Recuerde que un equilibrio débil
ocurre en una region K cuando

ZL-N (x)> Z.‘;u (x)

ae R’ ar i

y para todos los origenes hay un arco ¢ en R con x',=(0 0 hay un arco a4 en R con x,=K,. Cabe
notar que la condicion de flujo cero en un arco a depende de la eleccion de las regiones en B, de
este modo podriamos cambiar la base B para reparar el algoritmo M*(2). El problema con esta
estrategia es que dado el tamafio del conjunto de bases perdemos eficiencia.

El dominio X tiene una breve descripcion en términos de matriz A: xeX si y solo si Ax=d,
donde d=(d', ... .d)". y x no es negativo. Ademas. tenemos la siguiente condicion optima: xe .\’
es Ooptima si y solo si para todo h en el nicleo de A4 la proyeccion del gradiente 4 es cero. Ya que
B es una base del nicleo de 4 tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.6. Si x ¢s una es solucion positiva factible (todas sus coordenadas son positivos) v

todas las regiones en la base B estan equilibradas de manera fuerte en x. entonces x es una
solucion optima.
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Demostracion: Nuestra suposicion dice que VF(x)-h(R.0) =0 para todas las regiones A(R.0) en
B. Ya que x pertenece a un interior relativo de X con respecto a los nucleos de A y que B es una
base para el nacleo de A . concluimos que VF(.r)-fr =0 para todo h en el nicleo de A. Por lo
tanto, x es una solucion optima.

Considerando este teorema, la estrategia para obtener un algoritmo es, obviamente, eliminar el
equilibrio débil en regiones y producir soluciones factibles en el interior del dominio. Para tal
proposito aplicamos un método de barrera, el que consiste en modificar ligeramente las funciones
de los costos del arco agregando un término que mantenga la solucion factible al interior del
dominio y tal que todo proceso de equilibrio en regiones produzca un equilibrio fuerte.

Consideremos € >0 y g:(0.40) — IR una funcion estrictamente convexa con lim g'(/)=—o0.

1207

Considere el problema modificado 7, dado por

Min F'(x)= F(x)+¢& G(x)

donde G(x)= Z g(K,-x,)+ Z z g(x) Pre)

wel aeld o (}

Bajo la hipotesis sobre la funcion g el problema P, tiene una sola solucion ya que la funcion F* es
estrictamente convexa. Denotamos esta solucion por x(e).

Para entender como trabaja este método de barrera recuerde que en M%(1) el procedimiento de
intercambio flujo se aplica a una region R=(R ,R) y a un origen o € (), transfiriendo el flujo de R
a R’ tal que, ya sea:

(1) los costos llegan a ser igualados (R llega a ser cquilibrado de forma fuerte).
(2) el flujo en R asociado al origen llega a ser cero, o bien
(3) el flujo total en algun arco en R alcanza capacidad.

Al utilizar la funcion de costo modificada arco-origen ¢, ., dada por

Eu_u = ".ra + g(gltx: ) _g'(Kﬂ - ‘\-:: ))

evitamos las ultimas dos opciones, porque el costo de la funcion ¢, llega a infinito negativo

)

cuando x| llega cero y llega a infinito positivo cuando x, se acerca a la capacidad.
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Algoritmo 3.7. El tercer Algoritmo M?(g) "Eficiente y Correcto pero Aproximado"

(1) Elija un nivel de precision € >0.

(2) Para cualquier i € O calcule un vector positivo x' tal que Ax'=d (una solucion factible para el
origen i).

(3) Defina x=(x" ..... x) (una solucién global factible).

(4) Mientras DR(R,x) # ¢ para F* :

(a) Elija un elemento Re DR(B.x) y un origen 0€ O tal que VF* (x)-h(R.0)=6(B.x)

(b) Equilibre R con respecto a o.
(c) Actualice el valor de x.
(5) Pare.

Teorema 3.8. Si ¢l algoritmo M (¢) no se detiene genera una secuencia que converge al optimo
de F*.

Demostracion: La prueba es similar a la del Teorema 3.4. Debido a la seleccion de h(R.o)
podemos asegurar que la secuencia generada por el algoritmo converge en puntos factibles x en el
interior relativo de X y en el punto #(B, x)=0.

Para asegurar la calidad de la solucion de P, tenemos que analizar el comportamiento de la
solucion Optima x(g) para cuando € se va a cero.

Teorema 3.9. Sea x(g) la solucion dptima del problema P.. De este modo cualquier punto de
acumulacion de ((x(€)) ..o es una solucion optima del problema P.

Demostracion: Sea z cualquier solucion factible positiva de P (todas sus coordenadas son
positivas). Ya que x(¢ ) es la solucion Optima del problema P, y para todo A e[O.l] el punto

Az +(1—-A)x* es una solucion factible positiva, tenemos que
F(x(e)+eG(x(e) < F(Az+ (1= A)x*)+ &G (Az + (1 - A)x*)
Suponemos que hay una constante K tal que K<G(x(e )) para todo € >0. Para mantener esta
suposicion es suficiente que todos los arcos tengan una capacidad finita. En esta situacion
tenemos
F(x(e))+eK < F(Az+ (1 - A)x*)+ eG(Az + (1= A)x*)
Sea x un punto de acumulacion de (x(g));; -o. Dado que F es una funcién continua

F(x)< F(Az +(1- A)x*) (4)

Tomando el limite cuando A tiende a cero en (4) obtenemos F(x)< F(x*). Por lo tanto, x es
una solucion 6ptima del problema 7.
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Ein resumen ¢l algoritmo M*(g) explota la estructura natural de una red de transporte lo que la hace
eficiente. evita el equilibrio débil al perturbar la funcién objetiva empujando la solucion al interior
del dominio y produce una secuencia que converge en una solucion aproximada del problema 7
como se establece en el Teorema 3.9.

4. RESULTADOS EMPIRICOS
4.1. Caracteristicas de la implementacion

e En la implementacion de algoritmo M*(g) hemos modificado la parte 4a. En vez de elegir (y
encontrar) una region y un origen tal que VF*(x)-h(R.0)=0( B.x) equilibramos todas las
regiones en la base en un orden establecido. Esto es lo que denominamos una iteracion.

e El equilibrio para una region R es ejecutado con respecto al origen o que presenta el
desequilibrio maximo en R. Este es un criterio opcional que podia modificarse en el futuro.

e Para realizar del cambio de flujo calculamos el flujo minimo en el origen o en los arcos de R
y el minimo de la diferencia entre la capacidad de los arcos vy el flujo del arco en R”. Tomando
¢l minimo de estas dos cantidades definimos el cambio maximo de flujo 7,,. De este modo
encontramos un valor 7€ (0.7,,) tal que al cambiar las unidades de flujo 7 de R a R la
region R se equilibra. En esta implementacion ignoramos la restriceion capacidad.

e Elcriterio de detencion es que la variacion en la funcion objetiva de F (la original) seria menor
que 1%.

o [Usamos la funcion g(x) =-log(x).

4.2. Datos

Consideramos las redes de transporte de Sioux-Falls' (Leblanc er al. 1975) y una sub red de
transporte en la ciudad Puerto Montt (Chile). Los parametros importantes de estos ejemplos estan
dado en la siguiente tabla:

Nodos | Arcos | Origenes | Destinos | Elementos | Viajes Min. | Viajes Max.
en la Base Min. {4} Max. {t,}
— — o —e = el e
Sioux-I‘alls 24 76 24 24 406 | 44
Puerto Montt 135 | 343 36 36 685 0.1 2752
S | l B

Tabla 1: Caracteristicas de las redes

La funcion de costo utilizada en ambos casos es ¢,(xy) A, + Bx",

' Ciudad en Dakota del Sur, Estados Unidos.
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4.3. Computacion

Para obtener informacion de la dependencia del algoritmo M?(g) sobre el volumen de flujo hemos
aumentado los flujos OD en la red de Puerto Montt por factores 3, 7, 10y 15. Esto nos entrega
seis ejemplos que llamaremos Sioux-Falls, Puerto Montt. Puerto Montt 3, Puerto Montt 7. Puerto
Montt 10 y Puerto Montt 15. Todos los computos fueron llevados a cabo en una Sun Ultra Sparc-
4, 400Mhz, 1GRAM., con sistema operativo Solaris y el codigo fue escrito en C. Para cada

ejemplo, realizamos los siguientes computos

i)

1i)

iii)

£simu

Para e e { 0.01. 0.05, 0.10} corrimos M*(g), para verificar el efecto de la precision del
pardmetro. En este caso M*(g) corre para un ¢ fijo.
Para una secuencia (&,) que va a cero corrimos M:"(s). donde en la n
paran>1. Aqui verificamos la hipétesis que al corre M*(€) con un valor decreciente de ¢
en cada reiteracion se mejora la solucion.

Aplicamos el software Saturn 8 para tener una solucion de referencia.

reiteracion ¢ =¢,,

Sioux Falls [teraciones CPU tiempo Fix(e))
(seg.)

£ =001 S 4.7 895.10°

£—0 5 53 927.10°

Saturn 10 - 923.10°

Le Blanc et al . 1210.10°

Puerto Montt

£=0.01 2 42 2492.10°

£—0 3 5.7 2486.10°

Saturn 3 - 2371.10° |

Puerto Montt 3

£ =0,01 4 6.4 765710 |

£—0 4 6.4 7584.10°

Saturn 3 - 7317.10°

Puerto Montt 7

£=0.01 5 7.0° 2418.10°

g0 6 7.6 2405.10"

Saturn 3 . 2271.10°

Puerto Montt10

£=0,01 7 7.8 6180.10"

£e=0 7 7.8 6207.10"

'Saturn 3 . 5500.107 |

Puerto Monttl5

£=0.01 8 8.2 3114.10°

g£—0 9 8.5 3091,10°

Saturn 3 2 2700,10°
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En la solucion de equilibrio para la red de Puerto Montt hay un arco que esta sumamente
congestionado con respecto a los otros, mientras en la solucion de equilibrio de la red de Sioux-
Fall hay una congestion mas homogénea. Esto explica en forma parcial porqué nuestro modelo
funciona mejor en Sioux-Fall que Saturn. mientras en Puerto Montt el resultado de funcionamiento
es el contrario. De acuerdo a estos resultados limitados se podria decir que en casos como Puerto
Montt podria ser mejor una estrategia global, porque solo se necesita tener cuidado con los arcos
congestionados. micntras en casos con una congestion mas homogénea todos los arcos importan
por lo que la estrategia local es mejor.

Algunos resultados complementarios son:

Ya que el valor de ¢ es pequeio, no obtenemos diferencias importantes entre F(x(€)) y Fi(x(€)).

e [inalgunos casos como Sioux Falls y Puerto Montt 7y 15. la opcion de € — 0 no provee el
minimo de /. Este resultado resalta ¢l hecho que el Teorema 3.8 solo garantiza que el algoritmo
M?(& ) converja en una solucion optima para P, , cuando € es establecido; hasta ahora, no hay
un teorema cquivalente para € — 0. De hecho. el Teorema 3.9 se aplica a una secuencia de
soluciones obtenidas como puntos limites del algoritmo M*(¢ ) (con € fijo) y sélo garantiza que
estas soluciones se acumulen en una solucion global para P.

5. COMENTARIOS FINALES

Iiste estudio identifica una "estructura natural para las redes de transporte ". denominadas
regiones. que son un subconjunto de los ciclos utilizados en la Teoria de Grafos. Ellas constituyen
la unidad elemental de la red. de las cuales estan compuestas las redes complejas de transporte. A
nuestro modo de ver la mera descomposicion de un objeto complejo como las redes de transporte
es la primera contribucion importante. sin embargo es mas bien de interés académico.

Una primera aplicacion es el desarrollo de un nuevo algoritmo para resolver el clasico problema
del equilibrio del usuario del transporte (PEU). Sin embargo. esperamos que otras aplicaciones
puedan ser desarrolladas en investigacion aplicada. Por ejemplo, haciendo un zoom de la red a
redes locales con una base de regiones a nivel municipal que sea mas detallada.

[.a segunda contribucion de interés es la identificacion de una base de regiones, la cual tiene las
siguientes caracteristicas importantes:

e [sindependiente al nivel de la demanda, lo que implica que una vez que es identificada, puede
utilizarse para resolver el PEU, o para otras aplicaciones, con una demanda variable. Esta
caracteristica llega a ser primordial en un modelo dinamico, donde la demanda es en esencia
variable con el tiempo.

e [is dependiente de la red y del conjunto de nodos de origen y destino. Esto hace una base

especifica a las caracteristica de la red. Sin embargo reconstruir (parchar) la base para
considerar un nimero limitado de cambios provoca un esfuerzo extra menor.
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e Constituye la estructura de la red que se mantiene inalterada durante el desarrollo del algoritmo
M’. el que solamente realiza procedimientos de intercambio de flujo y no de estructura. Esta
en la fuente principal de eficiencia en redes complejas ya que sélo se desarrollan calculos
unidimensionales (cambio de flujo). En forma adicional. por naturaleza se pueden introducir
calculos paralelos utilizando la descomposicion de la red en regiones.

Hemos propuesto una familia de algoritmos caracterizados por un enfoque local que genera un
gran namero de algoritmos que necesitan de un estudio mas detallado, lo cual es materia para una
investigacion futura.  Por ejemplo. hemos implementado un método especifico de cambio de
flujo, pero se puede considerar otros, como es el paso 4a de M?(g) que se podria modificar en: la
forma como se elige a una region, el conjunto de origenes seleccionados para cambiar flujo en
cada region y el criterio utilizado para definir la cantidad de flujo utilizado. Algunos de estos
algoritmos Optimos pueden desarrollarse con gran en eficiencia y precision.
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