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RESUMEN

A pesar de la complejidad de modelar la oferta en el mercado residencial la estrategia
predominante para modelarla ha sido simple mediante métodos econométricos consistentes con la
teoria micro-analitica, asumiendo que los agentes disponen de informacion perfecta. Una
alternativa es asumir informacién imperfecta, introduciendo escenarios con incertidumbre, como
en Martinez y Roy (2003) donde se utiliza la entropia de Shannon como medida de la
incertidumbre para un mercado de equilibrio estatico con unidades de oferta discretas generadas
por una cadena de produccion de agentes un mercado competitivo. En este marco, se obtiene una
familia de modelos que reproducen distintas hipotesis sobre los niveles de competencia en el
mercado y la interaccion entre etapas consecutivas. En este trabajo se estudia la aplicacion de los
modelos que asumen competencia perfecta en dos casos de interaccion entre etapas: los modelos
no-restringidos, en que la oferta en cada etapa es igual a la demanda de la etapa siguiente, y los
modelos restringidos en los cuales la oferta excede la demanda. Analizamos las condiciones de
equilibrio y sus expresiones analiticas, proponemos algoritmos correspondientes y estudiamos su
convergencia para cada etapa y el sistema completo.
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1. INTRODUCCION

Al estudiar los modelos disponibles para la oferta residencial, sorprende ver que su nivel de
complejidad es basico comparados con modelos similares para la demanda residencial. Varios de
ellos tnicamente buscan reproducir los resultados observados de este proceso, usualmente
asumiendo una formulacién econométrica basadas en funciones sin base tedrica que son
calibradas a partir de los datos disponibles. Una aproximacion alternativa ha sido introducir
incertidumbre en la modelacion del mercado del desarrollador de viviendas — la etapa final en la
cadena de produccion-, como en el modelo de NYSIM (Anas 1992, 1995) en el cual el duefio de
cada unidad en la oferta total de viviendas decide vender (arrendar) o no, usando un modelo logit
de utilidad aleatoria. Otro enfoque consiste en introducir una componente estocastica a través del
concepto de maxima entropia, como lo propone Wilson (1970), interpretando la entropia como la
falta de informacion o como una medida del nivel de incertidumbre. Este enfoque permite
justificar teéricamente varias de las formulaciones que utilizan la nocién intuitiva de
accesibilidad, por ejemplo Hansen (1959).

Mas recientemente, Martinez y Roy (2003) propusieron una familia de modelos de oferta
residencial que describen un proceso multi-etapas de produccion de viviendas, modelando la
incertidumbre a través del principio de maxima entropia. Una novedad en este enfoque es que
analiza una cadena con tres etapas de produccion considerando las diferencias potenciales entre
los agentes de cada etapa: los duefos de suelo (LO), los urbanizadores del suelo (LD) y los
desarrolladores de bienes inmuebles (HD). En este marco de estudio, cada agente maximiza una
utilidad estocéstica sujeta a un conjunto de restricciones. Usando diferentes funciones entrdopicas,
el equilibrio esta definido ya sea bajo la condicion de oferta igual a demanda, o como produccion
vendida mayor que la demanda. La condicidén sobre competencia perfecta o imperfecta se modela
con una especificacion apropiada de la interaccion entre los agentes de una etapa y los de la etapa
siguiente. Siguiendo el enfoque introducido por Lesse (1982), que aplica transformadas de
Legendre a cada funcion de entropia, los autores demuestran que el problema de maximizar
entropia es equivalente a la maximizacion de una ganancia estocastica para cada agente.

En este articulo, analizamos la implementacion de los modelos de Martinez-Roy para
competencia perfecta y presentamos algoritmos de solucion para los problemas de optimizacion
que surgen de dicha implementacion. Luego de la presentacion de los modelos de oferta en la
Seccion 2, analizamos las condiciones de equilibrio en la Seccién 3, mostramos un conjunto de
algoritmos de solucion en la Seccion 4, y los resultados de la implementacion de los modelos se
entregan en la Seccion 5.

2.  FORMULACION DE LOS MODELOS
2.1. Estructura del Mercado y Modelo de Comportamiento

El primer elemento fundamental de este modelo es descomponer el proceso de generacion de la
oferta residencial en tres etapas distintas de produccion, cada una con sus respectivos (y no
necesariamente los mismos) agentes, como se muestra en la Figura 1. Estas tres etapas forman la
cadena de produccion de la oferta residencial.
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Modelo para Landowners (ML)

Cantidad de tierra entregada O

Tierra vendida O

T O of =Xt
G

Modelo para Land Developers (MLD)

0° — o8

N° Lotes desarrollados L%,

Lotes vendidos L3,

T L%k pri Ly, =20 X

Modelo para Housing Developers (MHD)

Ly — L

N° viviendas desarrolladas X 7,

Xh =X Viviendas vendidas X,

Figura 1: Esquema del Modelo de Oferta de Martinez-Roy

Para cada etapa del proceso de generacion, se asume un mercado libre competitivo, en el cual
cada agente maximiza la entropia correspondiente sujeto a restricciones lineales de dos tipos
principales: restricciones que reflejan informacion conocida sobre niveles de produccion
agregados, y una restriccion que refleja el nivel de ganancia en el cual est4 produciendo el agente.

De los dos escenarios de mercado que fueron considerados por Martinez-Roy - el mercado
perfecto con niveles de precios exdgenos para los agentes de produccion, y otro imperfecto en
que los agentes pueden predecir la demanda de la etapa siguiente y ajustan su produccion a dicha
demanda , analizaremos aqui el caso de competencia perfecta, para los casos de modelos no
restringidos, con demanda igual a oferta, y modelos restringidos en los cuales hay excedentes de
oferta.

2.2. El Problema de Oferta de Maxima Entropia

En cada etapa de produccion se aplica un esquema similar que comprende resolver un problema
de optimizacion de la forma:

MaxY;,S(Yf) sujetoa: G(Y[)=x° , WY )= X ®)

en que e indica la etapa de la cadena de produccion, Y° es el correspondiente vector
multidimensional de produccion, S la funcion de entropia correspondiente a la etapa, G(.) es la
funcién de ganancia para la etapa, h(.) es una funcion lineal (eventualmente vectorial de k
componentes) que representa los niveles totales de produccion; y A’ las restricciones de
ganancia y produccion(es) total(es) respectivamente.
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Para resolver el problema (P), calculamos su correspondiente Lagrangeano A(Y‘,«,7,,...,7,) en

que « es el multiplicador correspondiente a la restriccion de ganancia y y, es el multiplicador

para cada una de las k componentes de la funcion h(.). Imponemos las condiciones de ler orden

ON(Y*,a, 715 7))
oY;

4 buscan los multiplicadores correspondientes a las soluciones 6ptimas de (P).

=0 para cada jeJ. Los algoritmos de solucién que se muestran en la seccion

. ., . . e e e e e :
La restriccion de ganancia tiene la forma ZYJ (p;—c;)==n en que p; son los niveles de
jeJ

precios para cada componente del vector de produccion, y ¢ los costos necesarios para alcanzar
dicho vector de produccion. Notemos que asumimos que toda la produccion Y, se vende; si esto
no se cumple, lo anterior es valido para Y;S , la produccion efectivamente vendida. Ademas, para

cada una de sus k componentes, la restriccion de produccion total tiene la forma ZY; *=Y%en
jeJ

que J’ es un subconjunto de J que representa una agrupacion o agregacion de componentes de J.

El uso practico de estas restricciones es ajustar al modelo — a través de los multiplicadores de

Lagrange correspondientes - a un conjunto de informacién observada ¥’, y las denominamos

restricciones “informativas”.

Al aplicar las condiciones de ler orden se obtienen dos tipos de términos genéricos en las
formulas de las componentes del vector de produccion: uno que denominamos de

. e e e : b4 e
comportamiento o (p i—c j) y otro llamado de in formacién Zyk .

k

Por otra parte, es interesante considerar la siguiente interpretacion econdémica del modelo. De
resultados conocidos de optimizacion se sabe que resolver (P) es equivalente a maximizar el
Lagrangeano correspondiente, esto es:

Max,. . SY)+ D 7 (h(Y)~h)+a(GY*)-7°) (L)

Cuando el pardmetro a° es exodgeno al problema de optimizacion, entendiéndose por ello que el

agente de produccion no tiene capacidad para influir en €1, y asumiéndolo positivo, (P) y (L) son
equivalentes a:

1

Max

Y ot

S+ 7 (Y ) =)+ GI)+K (SP)

con K una constante que puede obviarse en la optimizacion. La funcion objetivo en (SP) puede
interpretarse como una ganancia estocastica no-restringida, consistente en la suma de una parte

deterministica, G(Y°), y el resto la parte estocastica. El multiplicador «° puede interpretarse
como una medida de la cantidad de informacion presente en el sistema: si &¢° tiende a +o (caso

de informacion perfecta), el agente productor tiende a maximizar su ganancia deterministica al
definir su produccion optima.
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Esta interpretacion también se puede derivar, como lo hace Lesse, a través de la transformada de
Legendre. Al calcular (1/a) por la transformada de la funcion objetivo de entropia total F, la
convertimos en una funcion objetivo equivalente no restringida, la cual puede identificarse con la
ganancia estocastica esperada. Como se muestra en Martinez y Roy (2003), para esta ganancia
estocastica se cumple el Lema de Hotelling para las tres etapas de produccion, que establece que
la funcion de oferta neta del productor es igual a la derivada con respecto al precio de su funcion
de ganancia. Cabe notar que la interpretaciéon de ganancia esperada requiere normalizar las
variables de produccion Y que se interpretan como una distribucion de probabilidades.

2.3. Modelos por Etapa

En la Tabla 1 reproducimos (a partir de Martinez y Roy, 2003) el término de entropia del modelo
y la solucion para cada etapa en la cadena de produccion. La notacion es la siguiente:

e (;es la cantidad total de suelo disponible en la zona i,

e L es el numero total de lotes tipo & en la zona i en la etapa,

e X, es el nimero total de viviendas de tipo v, en lotes tipo & en la zona i.

Ademas, los costos de produccion en cada etapa, exceptuando los insumos de la etapa anterior, se
suponen exogenos y denotan ¢, cu ycw respectivamente'. Los precios de venta de bienes

inmuebles 7, también se asumen exdgenos. Los superindices “S” y “P” para los modelos
restringidos se refieren a totales vendidos y producidos respectivamente. La diferencia en las
unidades de las cantidades producidas entre las etapas 1 (con unidades de area) y 2 (con unidades
de numero de lotes de suelo) hace necesario introducir los factores de conversion g, que
representan el area de suelo en los lotes de tipo k.

. . _ on
Es claro que las soluciones se caracterizan por el término o* e

—+y“con y¢ = Z}/,f . Debido a
k

que la expresion de entropia es similar, todas las formulas de los modelos no restringidos son
similares para cada las tres etapas de la cadena de produccion. Para los modelos restringidos, se
utiliza la funcioén de entropia de Fermi-Dirac, que genera una diferenciacion entre la produccion
ofertada por los agentes y la fraccion efectivamente vendida, representada por los términos del

tipo (YP - YS\J [log(YP e )71] en las funciones de entropia. Esta diferencia refleja la existencia de

algin nivel de stock en la produccion. El término “I”, presente en la expresion de la restriccion de
ganancia, es la tasa de interés y da cuenta del costo de mantener en stock la cantidad de
produccion no vendida.

3. EQUILIBRIO

Las etapas de produccion sucesivas dependen mutuamente a través de los precios, los cuales
alcanzan un equilibrio al imponer condiciones de consistencia entre el nivel de produccion de
una etapa y la demanda de la etapa siguiente, lo que genera un conjunto de ecuaciones de punto

1 r r
Los parametros exdgenos del modelo se denotan con un sobre-rayado.
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fijo, como veremos a continuacion. Por lo tanto, el modelo predice valores de equilibrio para los
precios condicionales en los valores calibrados de los multiplicadores de Lagrange.

3.1. Modelos No Restringidos

Las ecuaciones de consistencia entre etapas son:
o, :ZLki‘Ik L, :ZXvki
k v

Reemplazando las formulas (1), (2) y (3) dadas en la Tabla 1, podemos obtener, luego de algun
trabajo algebraico, la expresion del precio de equilibrio para una unidad de suelo p ;, dada por:

P =D +¢, +aL{— y+nY g, exply, +a,(p - pla; —Eki)]} 9)
k

1

Notese que los factores de conversion g; son responsables por el hecho de no poder resolver la
ecuacion anterior explicitamente para cada p ;, dejando una ecuacion de punto fijo. La expresion

para precios de lotes en el equilibrio p,,, esta dada por:

* 1 — -
Pu= {az(p;‘]k +cki)_72 +aneXp[a3(Vvk; _Cvki)+73]} (10)
C(z +a3 v

Ahora bien, como el vector p,. puede expresarse en funcién de p;, las ecuaciones (9) y (10)

representan un Unico conjunto de ecuaciones de punto fijo en p*i : f'(p;)=p; . Siguiendo a Roy

y Johannson (1987) definimos f(p;)=f'(p,)—p, =0 y se demuestra que %<Oy que

1

lim f(p;)=—x; luego la solucion del punto fijo existe si y sélo si f(p;, =0)>0. En caso

p{ >+

contrario, existe un exceso de demanda para lotes L,; a los niveles de precios minimos p, =0.

3.2. Modelos Restringidos

Imponiendo la condicion de consistencia quLf; =Q’ y usando (4) y (5) obtenemos
k

nuevamente una ecuacion de punto fijo para el nivel de precio de suelo en el equilibrio p ;:

o exply, +a,(p; + p1-¢,) _ ljrexp[72+a2(pk,~j1pqu)] S
"lrexply, +a(p +51-¢)] " expl-d, +aypiq, +cu +Ip)g,

. L, . *
que, como en el caso anterior, no puede resolverse explicitamente parap ; .

De la condiciéon de equilibrio entre lotes vendidos y lotes transformados a viviendas
y asumiendo costo de stock igual a cero (I=0), obtenemos:
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Pu =ﬁ{—% +logY extl-7, + e cui 1+ exrles (73 +¢3))} (12)

la cual, a diferencia del caso no restringido, esta no depende de p’;.

Las ecuaciones (11) y (12) pueden expresarse como g(p,) =0,y se demuestra que % (»,) <0V
op;

limpf,ﬁmg(pf) <0; luego la solucion del punto fijo existe si y solo si g(p;, =0)>0. En caso

contrario, existe un exceso de demanda por lotes a los niveles de precio p, =0.

Notando las similitudes en las condiciones para la existencia de un precio de suelo de
equilibrio f(p;) =0 y g(p,)=0, podemos deducir el siguiente Lema:

Lema: Una condicion necesaria y suficiente para existencia de precios de equilibrio global (en
* . . . .
p i ) bajo competencia perfecta es que exista exceso de oferta a precios nulos. Esto es

g(p, =0)=2quki(pi =0)-0,(p,=0)>0Vi.

Agregamos ademas que predecir valores de equilibrio para los precios de la 3ra etapa requiere de
imponer equilibrio entre el modelo de oferta y un modelo de demanda residencial, lo que esta
fuera del marco de este trabajo.

4. ALGORITMOS DE SOLUCION
4.1. Modelos No Restringidos

En el caso no restringido la funcion entrdpica a optimizar es similar para cada una de las tres
etapas de la cadena de produccion y el problema corresponde a maximizar una expresion de

Y,
entropia cruzada (véase Fang et al. 1997) de la forma ZY/ log(—’] , con u el nimero de Euler,
—- u
J
sujeta a restricciones lineales, esto es:

mmZYj log(%J s.a. Za,-ij =b, Vi=l..,K+1 donde consideramos K restricciones de
J J

produccion y una restriccion de ganancia. Para resolver dicho problema, ocupamos el algoritmo

MART presentado en Fang et al. (1997) para encontrar los multiplicadores correspondientes a los

valores Optimos. El algoritmo MART asegura convergencia a la solucién optima - que es Unica-

del problema de minimizacion de la entropia cruzada, si se cumple la siguiente hipodtesis:

F ={Y-A4Y = b} tiene interior no vacio, b, >0; 0< a; <1Vi=1,.,K+1Vj=1..J.

En nuestro caso, asumiendo ganancias positivas, para asegurar que se cumplen las condiciones
anteriores, basta escoger unidades de magnitud tal que los niveles de precios y costos sean
menores a uno. Debemos notar, sin embargo, que el algoritmo MART unicamente asegura
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convergencia pero no permite predecir el signo de a (multiplicador de la restriccion de ganancia).
Es crucial entonces verificar si a >0 para que sea valida la interpretacion de ganancia estocastica.

4.2. Modelos Restringidos

Para la familia de modelos restringidos, consideramos la convexidad de la funcion de entropia e
implementamos algoritmos basados en el método simplificado de multiplicadores expuesto por
Bertzekas (1996), que realiza célculos sucesivos del vector de los multiplicadores de Lagrange A
partiendo de una valor inicial A°hasta llegar a sus valores Optimos. Para ello, expresamos el
problema (P) como una minimizacion de una funcion convexa (igual a — (S), con S la funcion de
entropia) sujeta a restricciones lineales.

Puede demostrarse que las funciones de entropia, para cada una de las tres etapas de produccion
en el caso de modelos restringidos, son funciones C* y convexas. En consecuencia, se tiene el
siguiente resultado de convergencia para nuestro caso: si el vector inicial de multiplicadores de
Lagrange 1° esta suficientemente cercano al vector Optimo A, el Método de Multiplicadores
converge a la solucidon optima.

5. IMPLEMENTACION DEL MODELO

Con los modelos presentados anteriormente consideraremos ahora dos temas de implementacion,
los procesos de calibracion y prediccion. La calibracion de los multiplicadores consiste obtener
una estimacion de los multiplicadores 6ptimos de Lagrange (&,7) mediante los algoritmos

anteriormente expuestos. Con estos valores se derivan los correspondientes valores 6ptimos de la
oferta (0,L,X) con las formulas de la Tabla 1. La prediccion del precio de equilibrio, por su
parte, utiliza los valores calibrados (a,7)aplicados a los puntos fijos que se resuelven usando el
método de biseccion.

5.1.  Aplicacion a la Ciudad de Santiago

Aplicamos el modelo a la ciudad de Santiago, considerando 34 zonas (I=34), 5 tipos de lotes
(K=5) y 3 tipos de viviendas (V=3). Para implementar los algoritmos anteriores, se usaron los
datos siguientes. Los precios de las viviendas, por zonas, tipos de lote, y tipos de viviendas (7,x),
se estimaron de datos de arriendo obtenidos de la encuesta Origen-Destino de 1991. Los precios
de los lotes, por zonas y tipos, p, y precios de suelo p; por zonas se obtuvieron de informacion
disponible correspondiente al afio 1997. Los costos de produccion se estimaron, debido a la falta
de datos, como una fraccion de 10% de los niveles de precios correspondientes. Adicionalmente,
se efectuaron ajustes en la base de datos de niveles de precios de suelo p; para asegurar que py;
>p;« qr para cada par (k7). No se disponia de datos para los niveles de ganancia para cada etapa
de produccion, por lo tanto se fijaron arbitrariamente para el andlisis de sensibilidad efectuado.
Tampoco se disponia de datos para los niveles de produccion total , por lo tanto se

fijaron en valores arbitrarios. Naturalmente, los valores arbitrarios de ganancia y de niveles de
produccion total se definen de manera que el problema de optimizacion sea factible.
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5.2. Tlustracion de Resultados Obtenidos y Comentarios

En las simulaciones nos centramos particularmente en la sensibilidad de los modelos al nivel de
las restricciones de ganancia, con restricciones de informacion arbitrarias. Notemos que, la
ganancia arbitraria tiene un rango “factible” para cada etapa, definido por:

or¢ or¢

o7 )<z < max,.(aYe) .

i i

min,(

Modelos no-restringidos: A partir de las ecuaciones (1), (2) y (3) y dado que 0z°/0a‘ >0,
podemos mostrar via derivacion implicita que Oa‘/0x° >0. Luego, para los valores de
diferenciales precio-costo fijos, valores mas altos en las restricciones de ganancia resultaran en
concentrar la produccion en las zonas en que el diferencial precio-costo es mas alto. Este efecto
se muestra en la Figura 2, en que el nimero de lotes producidos de tipo 5, Lsi, se muestra para
tres diferentes niveles de restriccion de ganancia (ganancia2=50.000, 100.000 y 200.000).

Produced lots L5i juncomstrained model) at different profit levels Pai-Pivk for k=5

| U5 (prof2=200000) ' ! ' pS-PI'GS
— L5 (prof2=100000)

03}
025+

02

LS
Pio-Pitgk

01t

Figura 2: Produccion y Diferencial de Precios Dos Niveles de Ganancias (k=5)

Diferentes restricciones de ganancias resultan en diferentes valores calibrados para los
multiplicadores « , y por lo tanto en diferentes niveles de precios de equilibrio predichos. En la
Figura 3 se muestran 2 niveles de precios de equilibrio predichos, donde valores mas altos de
ganancias inducen mayores valores de precios predichos.

Figura 3: Precios de Equilibrio para Modelo No-Restringido y Dos Niveles de Ganancia
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Modelos restringidos: Para estos modelos, segun la Tabla 1, se requiere conocer valores
iniciales en la etapa de Duefios de Suelo (LO) antes de implementar el modelo.

Produgagitand Ci and vector Qi for the constrained model at profit levels profit1=6, profit2=1e5, profit3=1e5
14 ! v ; - T . —
[—ai
Q|

Figura 4: Q;y Qi en Modelo Restringido para un Conjunto Dado de Ganancias

La caracteristica principal del modelo restringido es la diferencia entre vectores de produccion y
efectivamente vendida, por lo que es relevante analizar la variacion del porcentaje de lo vendido
en relacion a la producido. El andlisis permite concluir que la forma de la entropia de Fermi-
Dirac impone una elasticidad precio-oferta que crece cuando el gap entre lo vendido y lo
producido tiende a cero. Luego, la observacion en el mercado real de las diferencias entre lo
vendido y los producido entrega una medida del nivel de ganancia correspondiente al escenario
observado. La Figura 5 ilustra este resultado, donde se ve que los porcentajes de lo vendido maés
altos para lotes de tipo 1 se dan en las zonas correspondientes a los valores mas altos para los
precios de lotes de tipo 1, p;;.

ge of soid of bype 1 Prices P14 for lots of type 1 by zone
0.9087 . . . . . . - 005 : v T
[— wiignti, =PI
09985
0.05 |
0.6985
004 -
0.8985
a
=0 8985 4 Fooat
3
0.5984 -
002
0.5984
0.01
09983
09083t L : L L L - L - L . [}

Figura 5: Porcentaje de Lotes Tipo 1 Vendidos, a Nivel de Ganancia Dada.

Se observa que para el modelo restringido, se produce un ajuste muy importante en el precio de
equilibrio comparado con el nivel de precios iniciales. Este hecho esta ligado con el hecho que el

vector inicial Qyy (arbitrario) se tomo6 distante del vector , lo que induce fuertes ajustes en

los precios.
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Pripaevels P and P for the consrained modes o profit levels, profti=6, profz=1e5, profi3=1e5
185 ; = ; . ! o
—P
Pieg

Figura 6: Precios de Equilibrio e Inicial en Modelo Restringido para Ganancias Dadas.

6. COMENTARIOS FINALES

Este trabajo ha presentado algoritmos de solucion para el reciente modelo de oferta residencial de
Martinez-Roy, en el caso de competencia perfecta. Los modelos mas complejos (modelos
restringidos) requieren de datos mas completos, los cuales pueden ser eventualmente de dificil
acceso, como se ha podido apreciar a través de la implementacion de los algoritmos. La falta de
informacion confiable para algunos datos requeridos (valores de precios de produccion, valores
de produccion total) resultd en la simplificacion necesaria de ciertos parametros del modelo, en
particular de reducir el nimero de restricciones de informacion y, por lo tanto, el nimero de
multiplicadores correspondientes a las restricciones de informacién es menor que en la
formulacion original del modelo.

Lo importante es que los algoritmos propuestos tienen buenas propiedades de convergencia. En el
caso no restringido, el algoritmo MART asegura convergencia, lo cual permite obtener
facilmente un mapeo de varios valores Optimos de los mutiplicadores (correspondientes a
distintos valores de las restricciones de ganancia e informacion). Para el caso restringido, la
convergencia del Método de los Multiplicadores esté restringida a escoger un punto inicial (valor
inicial de los multiplicadores) suficientemente cercano al dptimo. Si es posible acceder a una
base de datos de valores de produccion (oferta) relacionada con niveles de precios, una estrategia
para obtener valores iniciales cercanos al 0ptimo es calibrar directamente los multiplicadores para
dichos niveles de precios a partir de las ecuaciones dadas por la Tabla 1.
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Tabla 1

Resumen de Formulas de los Modelos de Martinez-Roy para Competencia Perfecta

Entropia Restriccion de Ganancia Modelos de oferta no restringido
LO | s* = Z (log0, -1)} ZQ -p,-¢)=r" 0, = explay(p, - p, )+ ] 0
LD = _Z L, 10g L, - ) ZL/a P~ Pibr — Ek;) | L, = exP[?’iz + 1 +a2(pki — P _Eki)] (2)
ki
HD b — —Z Xvki (10ngki — 1) szki Voi — P — Cvkz ) 7[ Xvk[ = exp[a3 (rka ~ Pk _Eka)+ }/3] (3)
vki vki
Entropia Restriccion de Ganancia Modelos de oferta restringidos
LO SL =_Z(Q:0 _QIS)[IOg(QiO_QiS)_IJ ZIQA Pi QIUﬁLJ QS — QU CXp[Vl +al(pz +p11_ )] (4)
si s _ L ’ ’ { + exp[;/l +a, (Pl +pl- )]}
—ZQ oz 0 1] —Z—(Q; -0? )zp; =7
LD = —ZL llog L, —1] > (L8 pi -~ Lhipias - Lics) . [+ explry + s (P + 1p,410))] 5)
ki l eXP*'_¢2 +az(*Pi‘Ik *Cki*IPiqk)J
Z(L{; ) flog(zz, - 15)-1] >k - 28 g =2
ik o 5= exp[;/z +a,(py + {Pi‘]k )] (6)
' exXp— l¢2 + o)\~ piqx —cki —Ip;qy )J
HD | (mp f*kX(LI;, ’%X‘l’;d )[mg(ﬁ; *%Xsa']*‘} ;(kairvki - X (P +Evki)) Xt =1 1+§I|.)e(x Tvkl)"‘f):ipe(x TW pkz) )J (7)
A | TS T ] S (- x5 M =2 pl= oy )+ expl- ol = Pl
- for e 1] "
" X5 =1 exp(— pvpki - pvskf) (8)
1 Y lexpl ol )+ exol- - ol )|
con Pii =3Py = e + Ip) = 73

- Pl = as(r + Ipy )+ 4




