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RESUMEN

En este trabajo se propone un enfoque de programacién matematica multi-objetivo para resolver
diversos problemas de equilibrio simultdneo oferta-demanda en redes de transporte. La formulacién
asociada a los modelos de demanda se basa en la maximizacién de formulaciones entrépicas,
mientras que para el caso de la oferta, el modelo es consistente con el equilibrio de Wardrop. A partir
del enfoque desarrollado, es factible obtener diversos modelos de equilibrio reportados en la
literatura, partiendo de los mas elementales que consideran costos y demandas fijas, hasta los mas
complejos que consideran demanda variable e interacciones de flujos entre los distintos arcos de las
redes. El principal aporte de este trabajo es que permite entender e interpretar econémicamente cada
una de las componentes de los modelos de equilibrio, asi como también los pardmetros y variables
asociados a cada formulacién. Como conclusién del trabajo se deduce que practicamente cualquier
problema estético de equilibrio simultdneo oferta-demanda de corto plazo en sistemas de transporte
puede ser obtenido a partir de una formulacién multi-objetivo, lo que permite entender més
profundamente el concepto de equilibrio en sistemas de transporte y desarrollar modelos diversos
alternativos dependiendo de las necesidades del modelador.
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1. INTRODUCCION

Los modelos de equilibrio oferta-demanda en sistemas de transporte han sido desarrollados
ampliamente en la literatura; Fernandez y Friesz (1983) presentan una revisién muy detallada del
estado del arte en esta material hasta antes de la década del ochenta, incluyendo multiples referencias
sobre la existencia de la solucién. También se puede consultar el trabajo reciente de De Cea et al
(2005).

Beckmann et al. (1956) proponen un primer modelo de equilibrio con demanda elastica para el caso
de funciones de demanda y costo separable, y una unica clase de usuario, a partir de un problema
simple de programacién matemaética. Después de este trabajo, miiltiples modelos de distribucién de
viajes fueron estudiados de manera conjunta con la asignacién (modelos simultdneos de distribucion
y asignacién de viajes), considerando siempre funciones de costo separables (Bruynooghe, 1969;
Florian et al. 1975; Evans, 1976, etc.). En particular, Evans propone un problema de optimizacién
(del tipo Beckmann), combinando un modelo entrépico doblemente acotado con una de 6ptimo de
usuarios (transformada Beckmann). Si bien existen multiples trabajos de combinaciones particulares
de modelos de equilibrio a partir de problemas de optimizacién convexos, no se ha formulado atin un
enfoque unificado que acepte una base tedrica para derivar dichos modelos. S6lo Oppenheim (1995)
presenta una metodologia para predecir demandas de viajes urbanos basado en el concepto de
racionalidad de los individuos o consumidores; el principio basico de todos los modelos presentados
en su libro es la maximizacién de la utilidad, y aunque la metodologia de Oppenheim parece
interesante, no se han realizado nuevos desarrollos posteriores.

El principal objetivo de este trabajo es presentar un enfoque de modelacién general para formular
diversos modelos de equilibrio simultdneo oferta-demanda en sistemas de transporte con funciones
de costo aditivas y separables', usando para ello un enfoque de optimizacién multi-objetivo. Las
caracteristicas y supuestos m4s relevantes de el enfoque propuesto son las siguientes:

1. Elecciones de demanda (destino y modo) tienen una estructura jerdrquica y, en cada nivel del
arbol de decisiones, la entropia debe ser maximizada sujeto a las correspondientes
restricciones.

ii.  Los usuarios sobre las distintas redes se comportan de acuerdo al primer principio de Wardrop
(asignacidn de equilibrio deterministica); no obstante, es factible incorporar una asignacién de
tipo estocastica (Fisk, 1980). Las funciones de costo de los arcos de las redes son convexas y
separables.

ili. Un problema de optimizacién convexo no puede ser formulado si existen interacciones
asimétricas en las funciones de costo de las redes; no obstante, una desigualdad variacional
puede ser formulada, y utilizar el problema diagonalizado como sustituto.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera. En la seccién 2 se analizan algunos aspectos
relevantes de la programacion multi-objetivo. En la seccién 3 se expone el concepto de entropia en el

1 Si los costos no son separables, o si son asimétricos, no existe un problema de optimizacién equivalente con
solucion tnica, por lo que es necesario diagonalizar para aplicar el enfoque expuesto en este trabajo. Luego, se
puede considerar la aplicacién del enfoque para el problema diagonalizado en la solucién de equilibrio.
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contexto de los modelos de demanda de transporte. En la seccidn 4 la atencién se centra en la
formulacién de los modelos de equilibrio simultdneo a partir de los conceptos definidos en las
secciones anteriores. Finalmente, en la seccion 5 se reportan las principales conclusiones.

2. CONCEPTOS BASICOS DE LA PROGRAMA CION MULTI-OBJETIVO

2.1 Introduccién

A fin de entender el enfoque metodolégico que se propone en las secciones siguientes, a
continuacién se presentan conceptos bdsicos relevantes asociados a los modelos de programacién

multi-objetivo; detalles pueden ser consultados en Marler y Arora (2004).

El problema general de optimizacién multi-objetivo puede ser escrito de la siguiente manera:

min F(x)=[ £ (%), i(%)ses o (1) ] (1)
S.a..

g:(x)<0 Vi=12,...m (1) @

Blx)=0 =127 (7,) 3)

il 4 . P -
donde x=[x,,x,,....,x,] . En este caso, n es el nimero de variables de decisién, k es el nimero de
funciones objetivo, m es el nimero de restricciones de desigualdad, y r es el nimero de restricciones

de igualdad. Los componentes del vector xz[xl,xz,....,xn ]T son escalares que se denominan
. . ~ T s . rd

variables de disefio. El vector F(x) =[ Elal 8 ol (x)} también estd compuesto por

funciones escalares fi(x), las cuales son denominadas criterios, objetivos o funciones de costo. x, es

un vector que minimiza la funcién objetivo escalar fi(x). Luego, f

]

(x: ) es el minimo valor de la

funcién objetivo f(x); adicionalmente, V _f;(x) es el gradiente de f{(x) con respecto ax, ylos 4, y 7;

son las variables duales correspondientes a las restricciones de desigualdad e igualdad
respectivamente. El lagrangeano correspondiente al problema (1) - (3) es el siguiente:

L(x,u,n)=6"-F(x)+u"-g(x)+n"-h(x) ()]
donde 6" =[6,,6,,....,6,] es el vector de pesos de los distintos objetivos.

El espacio factible de disefio X estd definido por el conjunto de restricciones (2) y (3). El espacio
factible de criterio Z = F (x) estd definido por el conjunto de valores {F (x)lxe X } Luego, tal

como el espacio de disefio estd definido por las variables de disefio, el espacio de criterio estd
definido en términos de los criterios fi(x); ello implica que cada x€ X genera un punto con
coordenadas f, (x),...., f, (x) . En consecuencia, el conjunto de puntos definidos por Z es la imagen
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de X en el espacio de criterios. Un punto x" € X es 6ptimo débil de Pareto si y s6lo si no existe otro
punto xe X tal que F(x)< F(x*) )

Stadler (1979), Vincent y Grantham (1981), y Miettinen (1999) proporcionan una revisién de las
condiciones de optimalidad para problemas de programacién matematica multi-objetivo.

La resolucién de los problemas de programacién matematica multi-objetivo envuelve potencialmente
un conjunto infinito de soluciones. A fin de obtener una tnica solucién, el tomador de decisiones
normalmente manipula preferencias, las cuales posteriormente le permiten aplicar un determinado
algoritmo para obtener finalmente una solucién tinica que refleja las preferencias consideradas.

En la literatura especializada existe un importante nimero de métodos y algoritmos diversos para
resolver los problemas de programacién matemdtica multi-objetivo. El método de las sumas
ponderadas permite, mediante la formulacién de un problema sustituto, especificar dichas
preferencias, las cuales pueden ser definidas en términos de metas o en términos de importancia
relativa de cada funcién objetivo, obteniéndose una solucién Pareto 6ptima. A continuacion se
expone brevemente el método de las sumas ponderadas.

2.2 Método de Sumas Ponderadas

A fin de determinar una solucién no arbitraria del problema multi-objetivo, es factible considerar las
preferencias del tomador de decisiones como una funcién P[F ( x)} que depende a su vez de las

distintas funciones objetivos (F E A A (x)]r ) . Dicha funcién de preferencias es

una abstraccién de puntos en el espacio de criterios, dentro de 1a mente del tomador de decisiones,
que incorpora perfectamente sus decisiones (Marler y Arora, 2004).

La funcién de preferencias P [F (x)] puede ser expresada como una expansion de términos de una

serie de Taylor, en un punto factible X, de la siguiente forma:

P[F(x)]=P[F(%)]+V,,P[F(2)]-(F(x)-F (%)) ®)
Definiendo VP [F (f):' =6, y eliminando de la toma de decisiones los términos constantes de (5)

ya que no alteran el resultado de la optimizacion, la funcién de preferencias del tomador de
decisiones a ser optimizada puede escribirse finalmente de la siguiente forma:

PLF(3)]-6"F (1)= 3043 ©

Al término de la derecha de la expresion (6), que es una aproximacién lineal de las preferencias (en
el espacio de criterios), se le denomina suma ponderada de las funciones objetivos. Si todos los
pesos son positivos (6, >0,Vi=1,2,....,k) la minimizacién del problema (6) proporciona una

condicién de suficiencia para un éptimo de Pareto (ver Zionts, 1988).
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Por otra parte, si alguno de los componentes de es cero, la solucién obtenida es potencialmente un
k

6ptimo débil de Pareto. Adicionalmente, si se cumple que ZHI. =1, 6 > 0 Vi, ysicadaunade las
i=]

funciones fi(x) es convexa (Vi —8 2,....,k), la suma ponderada de dichas funciones también serd

convexa. Adicionalmente, aunque 6 > 0 Vi asegura suficiencia, no proporciona una condicién

necesaria para un éptimo de Pareto. Ello implica que no necesariamente existe un conJunto de pesos
para cada solucién 6ptima de Pareto (Zionts, 1988).

Sin embargo, la minimizacién de la suma ponderada si proporciona una condicién necesaria para
6ptimo de Pareto si la funcién multi-objetivo es convexa, lo que significa que el espacio de disefio
factible y todas las funciones objetivo son convexas (Geoffrion, 1968; Koski, 1985; Miettinen, 1999).
Por lo tanto, si la expresion (6) es convexa, su solucién es éptima de Pareto.

2.3 Interpretacién Econémica de los Pesos

El valor de los pesos &, sugieren la importancia relativa de cada funcién objetivo. Sin embargo, la
seleccién de un conjunto de pesos que reflejen las preferencias hacia un objetivo o hacia otro puede
generar dificultades, ya que las preferencias tienden a ser indistinguibles. En consecuencia, la
solucién 6ptima de Pareto obtenida dependerd de qué valores de pesos hayan sido utilizados.

En este sentido, el método de suma ponderada puede ser utilizado para obtener el gradiente de la
funcidén de preferencias:

k
V.PLF(x)]=2(6V.£ (%) )

i=1
Cada componente del vector gradiente VXP[F (x)] representa, cualitativamente, como varia la

satisfaccion del tomador de decisiones cuando varia el punto de disefio y en consecuencia los valores
de las funciones. Por otra parte, para comparar la importancia relativa de los distintos objetivos, es
necesario definir un objetivo como referencia, tipicamente la primera funcién objetivo fi(x), la cual

servira de referencia. En consecuencia, la expresion (7) puede ser escrita de la siguiente manera:

vxP[F(xﬂ:i(M-vxﬂ <x>] ®

'\ OP/df,
y en consecuencia 6, =§ﬂ, Yi=12 0.k
oP/of,

T ; : oP . -
Sin pérdida de generalidad, considerando — > 0, esta misma actia como un factor de escala para el
1

gradiente de la funcién de preferencias. Considerando ademads que el problema es tal que todas las

! _— : g g s : oP . . :
funciones objetivo requieren ser minimizadas, las derivadas £Ty tendrdn por lo tanto el mismo signo,

el que serd positivo en el caso que 6 > 0 Vi. Una interpretacion conceptual interesante que se le
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dP/df,
oP/df,
efecto en P de variar la funcién i y el efecto en P de variar la funcién 1; dicho de otra forma, es la
importancia relativa de la funcion i en relacion a la funcién 1.

puede dar a los pesos, dado que 6, = , €s que el peso i (6, ) corresponde a la razén entre el

Dado que la funcién fi(x) es la funcién de referencia, se puede definir f; = 1 como el peso de
referencia, con el cual serdn comparados todos los otros pesos. En consecuencia, los pesos 6
representan la cantidad en que f; debe aumentar a fin de compensar un decrecimiento de la funcién f;
, para mantenerse en un punto éptimo de Pareto (Tasa Marginal de Sustitucién de f; por f;). Por ora
parte, si uno considera un conjunto de puntos 6ptimo de Pareto en el espacio de criterios (Z),
conceptualmente 6, indica aproximadamente cudnto debe cambiar f; en respuesta a un decrecimiento
de fi, a fin de mantenerse en un 6ptimo de Pareto.

3. MODELOS DE DEMANDA ENTROPICOS

El concepto de entropia, integrado en las formulaciones de modelos de programacién matemética no
lineales de transporte, ha sido incorporada principalmente en los modelos de distribucién de viajes
(Wilson, 1970). Sin embargo, como ya hemos mencionado anteriormente, muchas otras
combinaciones de modelos pueden ser formuladas a partir del concepto de maximizacién de entropia.
Algunos ejemplos son: eleccién de origen y destino (distribucién), eleccién de modo (particién
modal), eleccién simultdnea de destino y modo, eleccién de hora de salida, eleccién de ruta, o
cualquier combinacién de estas elecciones puestos como ejemplo.

A fin de simplificar la notacién, las formulaciones matemadticas de este trabajo considera un tinico
propésito de viaje y una unica clase de usuario. No obstante, la formulacién es facilmente
generalizable para multiples propdsitos y categorias de usuarios (De Cea et al, 2004).

Considerando primero la distribucién de viajes (decisién de destino de los viajeros), representada
como una matriz cuyas celdas son la cantidad de viajes realizados por unidad de tiempo entre un
determinado par O-D (w), la entropia E(7,) de dicha matriz estd dada por (Wilson, 1970):

E(TW):HTI!‘ !

Andlogamente, considerando ahora simultdneamente las decisiones de los individuos asociadas a la
eleccién de par O-D (w) y modo (m), la entropia estd dada por la siguiente expresion:

- Iz
E(1r)=11 T |~ TI

m

)

(10

Notar que una transformacién mondtona creciente de las expresiones anteriores de entropia puede ser
obtenida aplicando logaritmos naturales:
InE(T,)=InT*-) InT,! (11)
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E(Ty)=>1T,-> > InT} (12)

Luego, utilizando la aproximacién de Stirling (Inx! = x(Inx — 1)) se obtienen las tipicas expresiones
entrépicas:

E(T,)=T(InT-1) Z (InT, -1) (13)

E(T")=Y.T,(InT,-1) ZZT”‘( -1) (14)

De la misma manera, la entropia asociada a otras decisiones de los viajeros también pueden ser
obtenidas (eleccion de ruta o eleccién de horario de viaje, por ejemplo). Finalmente, debe notarse que
maximizar la entropia equivale a minimizar el negativo de la entropia.

4. FORMULACION DE MODELOS DE EQUILIBRIO SIMULTANEO
4.1 Formulacién del Modelo de Distribucion y Particién Modal
Utilizando el enfoque de optimizacién multi-objetivo descrito en la seccion 2, una estructura

entrépica general puede ser transformada en un problema simple de optimizacién equivalente. Luego,
el problema de equilibrio puede ser formulado de la siguiente forma:

mm ZZT"‘ £ (15)

ITni;?n( E(T)—-HT (16)
HT !

E(T™) =t (17)

g N

s.a..’

Y71,=0, Vi () as)
>T,=D, Vj (7,) (19)
ZTW"'=TW Vw (u,) (20)

donde, en adicién a la notacién ya utilizada, O;y D; son las generaciones y atracciones de viajes para
las distintas zonas de origen y destino; ¢, es el costo entre el par w = (i, j). Notar que el problema
parcial definido tnicamente por (15), (18) y (19) corresponde al cldsico problema de transporte de
Hitchcock.

Aplicando logaritmo natural a las funciones objetivo (16) y (17), usando la aproximacién de
Stirling y minimizando en lugar de maximizar, las siguientes expresiones son obtenidas (los términos
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que contienen 7 son constantes, por lo que no se consideran):

mm ZZTW’” o (21)

{;an} ZT (InT, -1) (22)
{mnml} ZZTW'" (InT;-1)-3'T,(InT, -1) : (23)

Utilizando ahora los resultados expuestos en la seccién 2 (ver (6)) y los objetivos definidos por (21),
(22) y (23), el problema multi-objetivo descrito en (15) a (20) puede ser transformado en un

problema de optimizacién cldsico con un solo objetivo, donde 6" = (1, 0;,6’;, ...... ,6,) son los pesos
calibrados de los diferentes objetivos™:

;ruTrml > > T +6 ZT (InT, -1)+4, [ZZT’”(nY‘J‘—l)-ZTw(InTw -1)} (24)

m w

s.a..
>T,=0, Vi () (25)
ZTW =0, ¥ (7,) (26)
2 A=T . Vw (u,) 27)

La funcién objetivo (24) es la suma ponderada de los objetivos (21), (22) y (23), que representa el
costo total del sistema menos las entropias asociadas a la eleccién de modo y destino de los viajeros.

Adicionalmente, y como se defini6 en la seccion 2, la funcion objetivo de referencia [Z Z T‘;"C»TJ

se definid con un peso igual a 1. Finalmente, 4, %, u,, son las variables duales o multiplicadores de
Lagrange correspondientes a las restricciones. Notar que dada la naturaleza logaritmica de los

objetivos entrépicos, la restriccién de no negatividad de 7, , 7' no es necesaria.

El Lagrangeano correspondiente del problema (24)-(27) anterior es el siguiente:

L= EZT'"C +BZT (InT, - )+é3(§zm:Tv:"(lan~1)—;Tw(1nTw—1))
g fagofo-g

(28)

Las condiciones de optimalidad del problema (24) a (27) son obtenidas derivando el Lagrangeano
(28) respectoa T,y T,' . Redefiniendo 92 y 93 como 1/f8y 1/Arespectivamente, a fin de mantener

2 Notar que aqui los pesos se suponen conocidos (calibrados) y por ende el problema se reduce a obtener un tinico
6ptimo en lugar de una superficie de 6ptimos de Pareto, como resulta en los casos en que los pesos son variables
del problema.
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consistencia con las notaciones en esta 4rea del transporte, las condiciones de primer orden entregan
los siguientes resultados:

Distribucién: T, = AO,B,D,e”™, donde L, =——1/1-1nZe'kar Yw

=4l
-y F. e
Particién Modal: P =———— Vw,m

L
e

”
m

donde P corresponde a la probabilidad de escoger el modo m para viajar entre el par w. Es

interesante notar que la funcién de distribucion corresponde al tradicional modelo gravitacional
doblemente acotado, y la particién modal corresponde a un modelo del tipo Logit Multinomial
equivalente al que se obtiene de la teoria de la utilidad aleatoria (McFadden, 1974).

Analizando la funcién objetivo (24) y las restricciones lineales definidas entre (25) y (27), el

problema expuesto tendra solucidn tnica sélo si 92 \ é3 son positivos y ( éz - é3 )20 (condiciones de
convexidad correspondientes a las condiciones de segundo orden para la obtencién de un minimo).
En términos de los pardmetros Ay £, ambos debes ser positivos y ademas debe cumplirse que f < A.
Definiendo ¢ = f/A, entonces £, A, ¢ >0 son condiciones para que las decisiones de distribucién y
particién modal sean consistentes. Finalmente, debe notarse que para ¢ = 1 (es decir, f = A), el
problema anterior colapsa a un modelo como el siguiente en que las decisiones de los individuos en
términos de eleccidén de destino y de modo de transporte son igualmente importantes:

min ZZT;‘C%%[ZZT;(mTf —1)} (29)

{TW ’TV:’"} m w

s.a.
ZT;’ =0, Vi (,ui) (30)
2T =D;Vj (7,) 31)

4.2 Formulacién del Modelo de Distribucién, Particion Modal y Asignacion con Costos
Simétricos en los Arcos de la Red Vial

El problema multi-objetivo en este caso también puede ser transformado en un problema de
optimizacién equivalente con un solo objetivo, donde las restricciones entrépicas aparecen
ponderadas por los respectivos pesos de calibracion.

fa
r{r}gr}l ZZ Ic;"(x)dx (32)
min ;Tw(lnrw—l) (33)
{;nirnl} >3 17 (T -1)-Y'T,(InT, -1) (34)

s.a.
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T,=XT" , Vw (u,) (35

"= Z hy , Y w,m (uv'f) (36)
peR;

Q=27 ; 9% (1) @37
i

D=3, . V) () @

donde f," corresponde al flujo en el arco a de la red del modo m, y h;’ corresponde al flujo en la

ruta p de la red del modo m. Debe notarse que, para el caso general con funciones de costos en los
arcos no separables y asimétricas, el problema puede plantearse como una desigualdad variacional; si
la solucién de equilibrio es conocida, es factible plantear un problema de optimizacién diagonalizado
equivalente a la desigualdad variacional cuyas condiciones de equilibrio serdn las mismas. Por lo
tanto, en el equilibrio, la solucién del problema diagonalizado equivale a la solucién de la
desigualdad variacional.

El problema equivalente, considerando como objetivo de referencia el término asociado al equilibrio
en las redes, estd definido por (39) a (43). Las restricciones (40)-(43), de no negatividad de flujos y
continuidad, se mantienen.

I
rnin} Z=% Y jc;"(x)dx+%ZTw (InT, -1)
m a ( w

{nz 1, 12
(39)
1
+— I)i\nl>—1)—>» T (InT, ~1
H(ZE (1)~ 31, (w7, )|
sa.:
T,=3T" , Vw (u,) (40)
T = Z R, VYwm (ux) (41)
re Py
@=3T . i () (42)
j
D,;=3T, . V¥j (7,) o)
Las condiciones de equilibrio de este ultimo problema de optimizacién son las siguientes:
Equilibrio en Redes de Transporte (Wardrop)
. =0 si BT >0
C" -u, ; VreP',weW (44)

>0 si b =0
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Distribucion de Viajes (Modelo Gravitacional Doblemente Acotado)
T, =AOBD,e"™ , L, = —%m b2 (45)

Particion Modal de Viajes (Logit Multinomial)

™ ewlux‘

- (46)

w At
L Xe

m'en

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha propuesto un enfoque de programacién matemadtica multi-objetivo que permite
formular una amplia variedad de diversos problemas de transporte usualmente utilizados en la
planificacién de sistemas de transporte. Todos estos problemas, derivados de manera simple y
siguiendo una metodologia deductiva, se transforman en un problema de optimizacién simple de
caricter convexo.

El principal aporte de este trabajo es que permite, a partir de conceptos simples y conocidos de la
programacion matemadtica, entender y formular multiples modelos alternativos, que pueden
considerar estructuras de demanda més complejas o incluso enfoques alternativos de asignacion.

Es interesante notar que los resultados obtenidos a partir de la resolucién de los problemas de
programacién matemadtica multi-objetivo con funciones entrépicas son andlogos a los reportados en
la teorfa de la utilidad aleatoria, particularmente en lo que se refiere a modelos Logit (Multinomiales
o Jerarquicos). Sin embargo, el enfoque de programacién matemética acd expuesto presenta la
ventaja de que permite estimar y darle una interpretacion econdmica a los pardmetros de escala de la
teoria de la utilidad aleatoria, pardmetros que en este tltimo caso estdn asociados a la varianza del
término de error de la funcién de utilidad.

Finalmente, debe notarse que los modelos expuestos en este trabajo son sélo una parte de los
modelos que es factible formular, que pueden considerar estructuras de demanda mds complejas,
como por ejemplo elecciones jerdrquicas de los individuos, asignacién estocdstica, eleccién de
horario, etc. Todas estas alternativas son factibles de formular considerando diferentes objetivos.
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